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Ce manuel présente les modeles de base de la microéconomie, tels qu’ils
sont enseignés en L1 et L2. Il s'adresse donc a des étudiants débutants. Une
grande importance est accordée a 1’interprétation économique des formula-
tions mathématiques — qui sont le trait distinctif de la microéconomie. Il le
fait de la facon la plus simple possible (les principales formules et résultats
mathématiques a connaitre sont donnés en annexe). Il ne cherche pas a don-
ner des « exemples » qui essaient a tout prix d’établir un lien entre micro-
économie et vie économique réelle et qui souvent donnent une vision erro-
née sur la nature des modeles. Les hypotheses de ceux-ci sont, en revanche,
clairement explicitées, de facon que 1’étudiant puisse se faire une opinion

sur leur pertinence — qui est d'ailleurs largement sujette a débat.
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Biens et paniers de biens

N La notion de bien

La microéconomie s'intéresse essentiellement a la production et a I'échange de biens. Elle
doit donc, avant toute chose, préciser ce qu'elle entend par «bien», surtout lorsqu’elle fait
appel aux symboles mathématiques (qui supposent des définitions precises, pour l'inter-
prétation des résultats obtenus).

Du point de vue de I'économiste, un bien est caractérisé par trois parametres :
- ses propriétés physiques ;
— le lieu ou il est disponible (sa localisation) ;
~ la date a laquelle il est disponible.

Les propriétés physiques peuvent étre plus ou moins détaillées (« pomme», ou « pomme
golden», etc.) ; la prise en compte de la localisation permet d'envisager des questions telles
que le transport des marchandises d’un endroit & un autre ; la date de disponibilité joue un
rdle essentiel dés qu'on s'intéresse aux problémes de délais dans la production et, plus
généralement, a tout ce qui a trait & 'épargne et a I'investissement.

Afin de tenir compte de tous ces paramétres, la quantité d’'un bien de type j disponible au
lieu I et a I'instant ¢ peut — ou devrait ~ étre notée : gy

Toutefois, comme cette notation est particuliérement lourde, on se contente généralement
d’écrire g; au lieu de g, I'indice i pouvant alors désigner, selon le probléme étudié, le type
de bien, sa localisation ou la date ol il est disponible. Sur le plan mathématique, cette sim-
plification n’a pas d'importance. Mais elle peut évidemment en avoir sur le plan écono-
mique, la différence entre deux types de biens disponibles « aujourd’hui » pouvant ne pas
étre de méme nature que la différence entre un bien disponible aujourd’hui et un bien dis-
ponible & une date ultérieure (en raison, notamment, de l'incertitude sur le futur).
D’ailleurs, une des principales caractéristiques de la concurrence parfaite (cf. fiche 6) est
de gommer cette différence — en supposant que les prix des biens futurs sont connus,
comme ceux des biens présents.

Fiche 1 - Biens et paniers de biens
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il La notion de panier de biens

Dans une économie oti il y a n biens différents, éventuellement datés et localisés, on consi-
dére des paniers de biens de la forme :

Qy,---,q5--»q,)
ol g; désigne une quantité du bieni (i = 1, ... ,n) ; il est généralement supposé que cette
quantité est positive ou nulle. Par la suite, on désignera par des majuscules les paniers de
biens (par exemple : Q = (gy,...,9;,---,9,,).
Les paniers de biens a n éléements sont donc des vecteurs de R", avec lesquels deux types
d’opérations sont possibles :
— la somme, qui consiste & additionner deux a deux les quantités des mémes biens ;
s0it :
(Q1;---’Qf,---an) + (Qf;:Q:;,Qn') = (Ch + ql’:""Qi + qi"'H’Qn + Qn,):
le panier obtenu étant noté Q + Q', si Q' = (q1,...,9),...,q,.) ;
— Phomothétie, ou produit par un scalaire, qui consiste & multiplier par un méme
nombre (généralement positif) tous les éléments d'un panier de biens ; soit :

kqy,....q;,---,q,) = (kqy,....kq,...,kq,)
le panier obtenu étant noté kQ.

APPLICATION

Dans le cas ou il n'y a que deux biens, les opérations avec les paniers de biens peu-
vent étre représentées graphiquement, dans un plan cartésien. Ainsi, dans la figure
1.1, on a représenté les paniers :

Q=(12),Q0=B1,0+Q =43),20=(24)

A

v

Figure 1.1
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Il Mélanges de paniers de biens

Les paniers de biens peuvent étre additionnés ou multipliés par un scalaire, mais ils peu-
vent aussi étre mélangés. Le panier :

1 1

5Q+5Q

2 2
formé en additionnant une moitié du panier Q et une moitié du panier @', est un exemple
de «mélange» des paniers Q et Q'
De facon plus générale, on appelle mélange des paniers Q et Q' toute expression de la

forme:
AQ+(1-AHQ
ou 4 est compris entre 0 et 1 (il en est donc de méme pour 1 - A).

L’ensemble des paniers de biens obtenus en mélangeant Q et Q' est représenté graphi-
quement par un segment de droite, qui joint Q & Q. La figure 1.2 donne un exemple de
représentation graphique d’'un tel ensemble, dans le cas ou il n'y a que deux biens.

A

Y

Figure 1.2

Contraintes linéaires sur les paniers de biens

En microéconomie, on rencontre souvent le cas ol les éléments de certains paniers de

biens sont soumis & des contraintes linéaires ; lorsqu’il n’y a que deux biens, celles-ci sont
de la forme:

(1.1) a1qp + agqs = C,
ay, ay et ¢ étant des nombres donnés (des parameétres).

Graphiquement, les paniers (q,, go) qui vérifient (1.1) sont représentés par une droite qui
coupe 'axe des abscisses au point ¢/a; (si a; # 0) et celui des ordonnées au point ¢/a;
(si a, # 0). Si g, # 0, on peut écrire {1.1) sous la forme:

1.2) G=-Lg +c
az

Fiche 1 - Biens et paniers de biens
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La droite dont I'équation est (1.2) a pour pente —a,/a, ; elle est donc perpendiculaire au
vecteur (ay, a,). Ainsi, lorsqu’on représente graphiquement une droite dont I'équation est
de la forme (1.2), il peut étre utile de faire apparaitre ses coefficients directeurs a, et a,;
pour cela, on représente le vecteur (a;, ay), issu de l'origine, et perpendiculaire a la droi-
te, comme dans la figure 1.3. Réciproquement, la connaissance du vecteur des coeffi-
cients directeurs d’une droite et d'un point Q de celle~ci suffit pour la tracer (pour cela, on
éléve, a partir du point Q, la perpendiculaire au vecteur des coefficients directeurs).

I 3

ca,

az

A J

Figure 1.3
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t Le consommateur:
i 1'approche ordinale

Le consommateur — ou ménage — est une des unités de décision essentielles de la micro-
économie ({I'autre étant le producteur). '

Il est caractérisé par sa dotation initiale et ses gofits.

La dotation initiale du consommateur est |'ensemble des ressources dont il dispose, pour
sa consommation ou pour faire des échanges. Pour un systeme de prix donné, la valeur
prise par la dotation initiale est le revenu du consommateur (ou sa richesse, si les biens
futurs sont pris en compte dans la dotation initiale).

Les goiits du consommateur sont décrits par sa relation de préférence, qui fournit un
classement des paniers de biens.

WA La relation de préférence

Une relation binaire > est une relation de préférence sur un ensemble de paniers de biens
si elle a les deux propriétés suivantes, quels que soient les paniers de biens Q, Q' et Q”:

- Q = Q (elle est réflexive) ;
-SiQ2Qet@Q 2 Q" alors Q2 Q (elle est transitive).

La premiere propriété (réflexivité) est triviale ; en revanche, la seconde (fransivité) est une
condition de cohérence (ou de rationalité) : si on préfére le panier Q au panier @', et si
celui-ci est préféré a Q”, alors il est « rationnel » — ou cohérent — de préférer Q a Q”.

Une relation ayant les propriétés 1 et 2 est, par définition, un préordre. Sil'ensemble des
paniers de biens qu'elle permet de classer est I'ensemble des paniers de biens possibles,
alors elle est un préordre complet (ou total).

Le modéle du consommateur suppose que sa relation de préférence est un préordre
complet : le consommateur peut classer tous les paniers de biens possibles, pris deux a
deux, et ce classement est cohérent (transitif).

Si la relation > est un préordre, et non un ordre, c’est parce qu’elle n’exclut pas que I'on
ait @ la fois, Q 2 Q et Q@ 2 Q, sans que cela implique que Q = @Q’. Si deux paniers
differents Q et ' sont tels que Q 2 Q' et Q' 2 Q, alors on dit qu'ils sont équivalents, ou
indifférents, pour le consommateur. Ce qu'on note :

Q~Qoul~Q

Fiche 2 - Le consommateur : I'approche ordinale
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Si un panier Q est préféré & un panier @ sans lui étre équivalent, alors on dit qu'il lui est
strictement préféré, et on note Q 2 Q.

Il Courbes d’indifféerence associées
a une relation de préférence

Dans le cas ot les paniers ne comportent que deux biens (les quantités des autres biens
pouvant étre considérées comme fixées), on appelle courbe d’indifférence relative & ces
deux biens, et a un panier Q donné, la courbe qui relie les paniers de biens qui sont équi-
valents a Q pour le consommateur. On note I, cette courbe.

APPLICATIONS

1. Soit un consommateur non fumeur qui aime les pommes (entiéres ou en mor-
ceaux). Dans un systéme d’axes ot il y a, en abscisses, des quantités de cigarettes
et, en ordonnées, des quantités de pommes, les courbes d'indifférence de ce
consommateur sont des droites paralléles a I'axe des abscisses {puisque le fait
qu'un panier comporte peu ou beaucoup de cigarettes laisse indifférent le
consommateur). Ce cas est décrit dans la figure 2.1a.

Dans le cas d’'un consommateur fumeur et qui n’aime pas les pommes, les courbes
d’indifférence sont alors des droites «verticales » (paralléles a I'axe des ordonnées).
Ce cas est décrit dans la figure 2.1b.

pommes pormmes
A A

cigarettes cigarettes

Figure 2.1a Figure 2.1b

Les cas 2.1a et 2.1b sont des cas extrémes ; en régle générale, il est supposé que
le consommateur apprécie tous les biens pris en compte dans sa relation de pré-
férence, comme dans I'application suivante.

2. Soit un consommateur pour lequel il est équivalent de consommer (boire) g litres
d’eau gazeuse ou q litres de limonade (eau gazeuse et limonade sont des substi-
tuts parfaits). Sa relation de préférence est donc telle que le panier (g4, g,) est
considéré comme équivalent au panier (q;, g2’} - ou 1 désigne I'eau gazeuse et 2
la limonade - si et seulement s’il comporte autant de liquide (eau gazeuse ou limo-
nade) que lui. Autrement dit :

{1, g2 ~ (a1, 92) © g1 + g2 = q1 + q5.

Microéconomie



Les courbes d'indifféerence sont dans ce cas des droites dont la pente est égale a
-1, telles celles qui sont tracées dans la figure 2.2.

2

A

\ )

Figure 2.2

L'ensemble des courbes d'indifférence relatives & une relation de préférence est appelé
carte d’indifférence. 1l résulte de la transitivité de la relation de préférence (condition de
rationalité) que deux courbes d'indifférence d'une méme carte d’indifférence n’ont pas
de point commun (elles ne se coupent pas).

Cette propriété vaut pour les surfaces d’indifférence, qui sont I'équivalent des courbes
d’indifférence dans le cas ol il y a plus de deux biens.

I Les hypothéses usuelles sur Ia relation
de préféerence

A. Monotonie (ou non saturation)

La monotonie signifie que le consommateur préfére toujours « en avoir plus que moins »:
si on lui propose un panier @’ plus fourni qu'un autre, Q, alors il opte pour . Ce qui
s'écrit :

(qll = qlv-- ) qn, = qn) = (Q]’_s'“ aqr:) 2 (‘h,--- 7qn)3
la préférence étant stricte s'il existe au moins un bien i pour lequel g; > g; (1 < <n).

La monotonie des préférences a pour conséquence que les courbes d’indifférence sont
décroissantes. Pour le prouver, considérons un panier quelconque Q = (g, qy) et la
courbe d'indifférence I sur laquelle il se trouve. Si on augmente de Ag; > 0 la quantité
de bien 1, alors on obtient le panier Q' = (q; + Aqy, go), qui est strictement préféré a Q
(en raison de la monotonie des préférences) et qui n’est donc pas sur I,. Pour « revenir »
a cette courbe, il faut donc retirer du panier Q' une certaine quantité Aq, du bien 2; le
panier obtenu Q" étant en-dessous de @', la décroissance de I, s'ensuit. La figure 2.3
illustre ce qui vient d’étre dit :

Fiche 2 - Le consommateur : 'approche ordinale
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Figure 2.3

Une autre conséquence de la monotonie des préférences est que les paniers de biens qui
se trouvent au-dessus d’une courbe d’indifférence donnée sont préférés aux paniers de
cette courbe {qui sont, eux, préférés aux paniers en-dessous de la courbe). Lorsqu'il y a
monotonie des préférences, toute courbe d’indifférence partage donc le plan (cadran posi-
tif) en deux parties : I'une («au-dessus » de la courbe) qui donne les paniers préférés a ceux
de la courbe, l'autre («en-dessous») ol se trouvent les paniers auxquels ceux de la courbe
sont préférés.

B. Convexité des préférences

Il y a convexitée des préférences lorsque les courbes d'indifférences sont convexes
(cf. fiche 26). Ce qui s’écrit, formellement :

Q~Q =22 +(1-MQ 2 QluQ), Vv Ae[0,1].
La convexité des préférences signifie donc que le consommateur préfére aux paniers équi-
valents Q et Q' le « mélange » formé par une fraction A du panier Q et la fraction 1 - A
du panier Q' (A étant compris entre 0 et 1). Elle traduit donc une « préférence pour les
mélanges » du consommateur (dans la figure 2.4, le « mélange » AQ + (1 -~ A)Q’ est stric-
tement préféré a Q et a Q': on dit que la convexité des préférences est stricte).

A

Figure 2.4

Microéconomie



C. Deésirabilité

Il y a désirabilité d’'un bien lorsque le consommateur préfére un panier comportant une
quantité, aussi petite que 1'on veut (mais non nulle) de ce bien a tout panier ne compor-
tant pas ce bien.

La traduction graphique de la désirabilité d’un bien est que les courbes d’indifférence sont
asymptotes a I'axe qui représente la quantité de ce bien.

Lorsqu'il y a désirabilité pour tous les biens et convexité (stricte) des préférences, alors les
courbes d’indifférence sont «de type hyperbolique », comme dans la figure 2.4.

D. Continuité

La continuité est une propriété qui intéresse surtout les mathématiciens, car elle intervient
lors de la déemonstration sur I'existence d’'une fonction d’utilité associée a la relation de
préférence du consommateur (cf. fiche 3). Elle dit que si tous les éléments d’une suite de
paniers de biens sont préférés a un panier de bien (quelconque) Q, et si cette suite conver-
ge vers un panier Q’, alors @’ est préféré a Q.

Le taux marginal de substitution

Un taux de substitution entre deux biens, relatif & un panier de biens Q donné, est un taux
d’échange qui permet de rester sur la courbe d'indifférence ot se trouve Q. Par exemple,
dans la figure 2.3, le rapport |Aqy/Aq; | est le taux de substitution entre les paniers Q et
Q", tous deux sur la courbe d’indifférence Iq. Comme celle-ci est décroissante (on a donc
supposé qu'il y a monotonie des préférences), Ag, et Aq, sont de signes opposés ; c’est
pourquoi on prend la valeur absolue de leur rapport pour mesurer le taux de substitution
(il est plus pratique de raisonner avec des taux d'échange positifs).

Les taux de substitution dépendent donc du panier de biens de référence Q, mais aussi
des quantités échangées. Ainsi, dans la figure 2.5, aux deux accroissements Aq; et A°q,
correspondent des taux de substitution —Ag, /Aq, et —A°q, /A°q, différents (ces taux sont
mesurés graphiquement par la pente, au signe prés, des segments de droite joignant Q a
Q" eta Q.

Pour éviter le probléme de la multiplicité des taux d’échange en Q, on effectue un passage
a la limite, en faisant tendre Ax; vers 0, le nombre obtenu (s'il existe) étant alors appelé
taux marginal de substitution en Q et noté TMS, ,(Q). Graphiquement, le taux margi-
nal de substitution est donc donné par la valeur absolue de la pente de la tangente en Q
a la courbe d’indifférence sur laquelle se trouve Q.

On peut voir dans le taux marginal de substitution un taux d’échange, puisque c’est une
limite de taux d’échange, méme si la limite est une opération purement mathématique,
non accessible a I'intuition.

Lorsque les courbes d'indifférence sont convexes, donc lorsque le consommateur «aime
les mélanges», si un panier de biens comporte «peu» du bien 1 et (relativement) beaucoup

Fiche 2 - Le consommateur : I'approche ordinale



du bien 2, alors le consommateur est prét & céder (relativement) beaucoup de bien 2
contre un peu de bien 1: son taux marginal de substitution est élevé. Il diminue toutefois
au fur et & mesure que la quantité du bien 2 augmente, et que celle du bien 1 diminue (on
reste sur la méme courbe d'indifférence). Convexité des préférences et décroissance du
taux marginal de substitution sont donc des propriétés équivalentes.

Figure 2.5

APPLICATIONS

1. Si on reprend I'exemple du non fumeur qui aime les pommes, alors son taux mar-
ginal de substitution pommes-cigarettes est nul (le consommateur n’est pas dispo-
sé & donner une part de pomme, aussi petite soit-elle, pour obtenir une cigarette).

2. Dans le cas du fumeur qui n’aime pas les pommes, le taux marginal de substitu-
tion pommes-cigarettes est infini (le consommateur est prét & échanger un
nombre illimité de pommes contre une cigarette).

3. Dans le cas des substituts parfaits, eau gazeuse-limonade (figure 2.2), le taux mar-
ginal de substitution est égal & 1, quel que soit le panier envisagé.

10 Microéconomie .



Le consommateur:
I'approche par les
fonctions d'utilite

La relation de préféerence permet de classer les paniers de biens : elle caractérise les goiits
du consommateur. Comme elle est, cependant, d'un maniement peu aisé, on cherche a
lui associer une fonction d’utilité, qui représente aussi ces golits, mais de fagon plus
simple. :

Une fonction d'utilité est une fonction — au sens mathématique — qui attribue a chaque
panier de biens un nombre (réel), dont on suppose généralement qu'il est positif. Les
nombres attribués doivent étre tels qu'ils respectent le classement opéré par la relation de
préférence ; si le panier Q est (strictement) préféré au panier @, alors le nombre attribué
a Q doit étre (strictement) supérieur & celui qui est attribué a @, le méme étant attribué a
des paniers équivalents {indifférents pour le consommateur).

Si on note U(-) une fonction d'utilité associée a la relation de préférence =, on doit donc
avoir :

Q2Q & UQ=WQ)
Q~Q o UQ=UQ)
Le nombre U(Q) est appelé utilité du panier Q.

APPLICATION

Soit un consommateur non fumeur mais qui aime les pommes, sans limite {cf. fiche 2).
Si g, désigne une quantité de pommes et g, une quantité de cigarettes, alors la fonc-
tion U{:) telle que :

U992 = a1,
est une fonction d’utilité qui représente les goQts de ce consommateur (plus un panier
comporte de pommes, et mieux il est classé, quel que soit le nombre de cigarettes qu'il
comporte).

On remarque, cependant, que les fonctions qui associent au panier (q,,q) les réels
ag, ou g%, avec a > 0, sont aussi des fonctions d’utilité qui représentent les golits de
ce consommateur. De facon plus générale, si f(-) est une fonction numérique quel-
conque strictement croissante, alors la fonction composée f(U{-)) classe les paniers de
biens de la méme maniére que la fonction d’utilite U(-}; KU(-)) représente donc la
méme relation de préféerence que U(-). Autrement dit, une infinité de fonctions d’uti-
litt peuvent représenter une méme relation de préférence ; elles se déduisent les unes
des autres par des fonctions numériques strictement croissantes.

Fiche 3 - Le consommateur : I'approche par les fonctions d'utilité



Si on n'utilise les fonction d'utilité que pour classer les paniers de biens, alors on dit qu'on
adopte un point de vue ordinal, comme avec la relation de préférence (que ces fonctions
ne font que représenter). Mais si on privilegie une fonction d'utilité particuliére parmi
toutes celles qui peuvent représenter la relation de préférence du consommateur, et si
on donne une signification aux nombres que cette fonction d'utilité attribue aux
paniers de biens {«plaisir», «satisfaction»,...), alors on dit qu'on adopte un point de vue
cardinal.

N Courbe d'indifférence et taux marginal
de substitution (TMS)

Etant donné une fonction d'utilité U(") et un panier de biens quelconque @, la courbe d'in-
différence passant par Q, est formée par I'ensemble I, des paniers de biens Q tels que:

(4.1) UlQ) = U(Qy).

Si on pose U(Qq) = Uy , alors on dit que le panier de biens Q tel que U(Q) = U, appar-
tient a la courbe d'indifférence de niveau U,

Comme les courbes d'indifférence représentent des paniers de deux biens, on a
Q = {g1,9y) et I'équation (4.1} s'écrit {en posant : U(Qy) = Uy):

(4.2) Ulg1,92) = Uy

Cette égalité établit une relation entre les quantités g, et g,, dont la courbe d'indifféren-
ce est I'expression graphique ; relation qu'on notera g, = glq,) (g{-) est donc la fonction
implicite relative & I'équation (4.2) - cf. fiche 26). En remplacant q, par g(q,) dans I'équa-
tion (4.2), celle~ci s'écrit :

(4.3) Ulgy,glgy)) = U

La figure 3.1 illustre ce qui vient d’étre dit :

q
Figure 3.1
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En dérivant (par rapport & q;) les deux membres de (4.3) , il vient (cf. fiche 26, «dériva-
tion en chaine»}:

U&I(QDQ(%» + Uclqz(ql,g(%)) X g'lq1)=0,
et donc, en tenant compte de ce que g, = glg,), et en supposant qu(ql,qz) #0:

U, (1,
4.4 | fiq) = - Jan (092
((haQZ)

Or, on a vu dans la fiche 2, que la dérivée g’(g;) — pente de la tangente en Q = (g4,92) &
la courbe d'indifférence — donne par définition (au signe prés), le taux marginal de sub-
stitution en Q du bien 2 relativement au bien 1 (taux notée TMS, ). Ii résulte donc de
cette définition et de la relation (4.4) que:

0, (91,92)
(4.5) TMS, 1 (g1,q2) = A

4, (1,92

Comme le taux marginal de substitution est une notion ordinale — propre aux courbes d’in-
différence —, qui ne dépend donc pas de la fonction d'utilité retenue pour représenter la
relation de preference du consommateur, I'égalité (4.5) est valable — elle donne toujours
le méme nombre - quelle que soit la fonction d’utilité U() retenue pour représenter
la relation de préférence.

Dans le cas général, ot il y a n biens, on a de la méme fagon pour une fonction d'utilité
U(-) dérivable et & dérivées non nulles en Q:

U@ 5y
4, (Q)
La dérivée partielle Uy (Q) est appelée utilité marginale du bien i, pour le panier de biens

Q. Le taux marginal de substitution entre deux biens est donc obtenu en faisant le rapport
de leurs utilites marginales.

TMS,; (Q) =

NN Propriétes de Ia fonction d'utilité deduites de
celles de Ia relation de preféerence

A. Monotonie

U() est une fonction strictement croissante par rapport & chacune de ses variables. Dans
le cas ou la fonction d'utilité est dérivable, la monotonie signifie que ses dérivées partielles
(utilités marginales) sont strictement positives.

B. Convexité des préférences

Dans le cas ol une fonction d'utilitée U(-) représente une relation de préférence convexe,
alors on a:

UIQ) = UIQ) = (UGQ + (1 - 3Q) 3 UQ)= UQ), Vae [0,1).

Fiche 3 - Le consommateur : I'approche par les fonctions d'utilité
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On dit d’'une fonction d'utilité qui a cette propriété quelle est quasi concave. La quasi-
concavité signifie donc que le consommateur «aime les mélanges» (cf. fiche 2).

g APPLICATIONS

1. La relation de préférence représentée par la fonction d'utilite U(-) — dite de Cobb-
Douglas ~ définie par :

Ulg1.99) = gq,%,#, avec a> 0, > 0,

peut aussi étre représentée par les fonctions V() définies par:
Via1.92) = [Ulg1,92))* (= q1*9%q5*P), k > 0,
ou par la fonction WA:) définie par (pour g; > 0, go > 0):

Wla1,95) = In Ulgy,q5)
= alng; + Ping,
puisque les fonctions «puissance k» (avec k > 0) et «logarithme népérien» sont
strictement croissantes.

La fonction W(-) est dite «loglinéaire», car c’est une fonction linéaire par rapport
aux logarithmes des variables considérées.

Comme la fonction U(') est strictement croissante par rapport a chacune de ses
deux variables, elle est monotone ; ses courbes d’indifférence sont donc stricte-
ment décroissantes.

Elles sont, en outre, de type hyperbolique (convexes et asymptotes aux axes); en
effet, comme la courbe d'indifférence relative a une utilité Uy quelconque vérifie
par définition I'équation :

q1%qzP = Uy
il s’ensuit qu’on a (pour q; > 0):
U, V8
qz = s
q,%#

La figure 3.2 donne le graphe d’une fonction de ce type, convexe et asymptote
aux deux axes.

R R R T

Figure 3.2
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Le calcul du taux marginal de substitution, rapport des utilités marginales, est le
plus simple avec la fonction d'utilite WA-), dont les dérivées sont a/q, et B/q,. On
a donc, dans le cas présent, pour g; # 0:

0qg

TMS,1 {91,99) = o

Lorsqu’'on parcourt une courbe d’indifférence de gauche a droite, q; augmentant
de 0% & +co, le taux marginal de substitution décroit, de +eo a 0.
2. Soit la fonction d'utilite U(-) définie par : '
Ulgna) = g1+ g%, O0<a<1,0<f<].
Cette fonction est additivement séparable, ce qui implique que l'utilité margina-
le de chaque bien (ag;*! pour le bien 1 et Bg,# ! pour le bien 2) ne dépend que
de la quantité consommée de ce bien. Ces utilités marginales sont strictement
décroissantes, du fait qu'on suppose 0 < ¢ < 1et 0 < S < 1.
U(-) étant une fonction strictement croissante par rapport a g; et a g5, les courbes
d’indifférence sont strictement décroissantes.
Le taux marginal de substitution, TMS; 4(g1,q5), rapport des utilités marginales,
est égal a (pour g, # 0):

P

Comme 0 < o< 1 et comme 0 < 8 < 1, il décroit de +<= & 0 lorsque g, augmente
de 0+ a +e<. Les courbes d'indifférences sont donc convexes. Elles ne sont toute-
fois pas asymptotes aux axes ; en fait, elles leur sont tangentes aux points ou elles
les touchent. La figure 3.3 donne un exemple d’un tel type de courbe d'indiffé-
rence.

[
>

(Ura? f----->

¢t +q5= U

51

Figure 3.3

Fiche 3 - Le consommateur : 'approche par les fonctions d'utilite 15



4 Producteur et fonction
de production

Le producteur — ou I'entreprise — est caractérisé par un ensemble de production, cata-
logue des techniques dont il peut disposer {ou dont il dispose). A partir de I'ensemble de
production, on définit la fonction de production, qui associe & chaque panier d'inputs
(travail, matiéres premiéres, «services» fournis par les équipements, etc.) la quantité
maximum de produit qui peut étre obtenue a partir de ces inputs, & condition de choisir
la technique la plus appropriée de I'ensemble de production. Si f{-) est une fonction de
production et si Q = (qy,...,q,,) est un panier d'inputs, alors q = f(q;,...,g,) donne, par défi-
nition, la quantité maximum de produit qui peut étre obtenue a partir de Q.

Si la fonction de production est dérivable, alors on appelle productivité marginale du
i-eme input sa dérivée partielle par rapport a sa i-éme variable. Soit :
productivité marginale en Q de I'input i : féi(Q).

En régle générale, on suppose que les productivités marginales sont positives — une aug-
mentation de la quantité d’un input quelconque entraine une augmentation de la produc-
tion ~ et décroissantes, ce qui s'écrit :

f(;i ()>0 i=1,..n

fart) <0 i=1,..n

HA Isoquantes

La notion d'isoquante est I'équivalent, dans la théorie du producteur, de celle de courbe
d'indifférence, dans la théorie du consommateur {cf. fiche 2). Dans le cas o il n'y a que
deux inputs, notés 1 et 2 (les quantités des autres inputs pouvant étre considérées comme
fixées), I'isoquante relative & la production g est donc formée par 'ensemble des paniers
d’inputs (q;,q9) tels que :

flaraz) = q.
A partir de la notion d’isoquante on définit celle de taux marginal de susbstitution (TMS)
entre deux inputs {comme on le fait & partir de la notion de courbe d'indifférence): c'est
un taux d'échange entre inputs qui permet de maintenir, tout au plus et en utilisant les
techniques appropriées, la quantité produite {en restant sur la méme isoquante). Si la fonc-
tion de production f{-) est dérivable, avec des productivités marginales strictement posi-
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tives, alors le taux marginal de substitution entre l'input 2 et I'input 1, au panier Q =
(G1,95), est donné par le rapport de ces productivités marginales, en Q. Soit :

@
TMS, a0 = 200192,
fold1.92)

Si ce taux décroit lorsqu'on parcourt de gauche a droite une isoquante, alors celle-ci est
convexe. Un cas limite est celui ol les isoquantes sont des droites ; on dit alors que les
inputs sont des substituts parfaits, le TMS étant constant, quel que soit le panier d’'inputs
considéré. La fonction de production est, dans ce cas, de la forme: flg;,95) = ag;+ bq,,
aveca>0etb> 0.

Un autre cas limite est celui ou les isoquantes sont «en L » (elles sont formées de deux
demi-droites paralléles aux axes); on dit alors que les deux inputs sont strictement com-
plémentaires. La fonction de production est, dans ce cas, de la forme: flg;,q;) = min
{a/qy, b/q,}, avec a > 0 et b > 0.

Dans la figure 4.1, on a représenté ces deux cas limites, 4.1a et 4.1c, et un cas intermé-
diaire, 4.1b.

Figure 4.1a Figure 4.1b Figure 4.1¢

Une condition suffisante pour que les isoquantes soient convexes, dans le cas d’une fonc-
tion de production de classe C2, est que les productivités marginales soient décroissantes
(soit fg2() < 0) et que la dérivée seconde croisée fq ,q,»(') soit strictement négative.
Lorsque la fonction de production est homogene (de degré k), les productivités marginales
sont aussi homogenes (de degré k-1); par conséquent, ses taux marginaux de substitution
(TMS) - rapports de productivités marginales —, sont homogénes de degré 0 (puisque
fo Aay,Aq9)/f5, (Ag1,A05) = Al far (@1,92)/Ax1 foo @12 = f, (01,9915, (@1,92). On a
donc, en particulier: TMS,,1(Ag;,Aq0) = A"TMS,1(q;,95) = TMS,/1(q1,92). D'ol, en
posant A = 1/g, (et en supposant g, # 0):

TMS;,1(q1,99) = TMSZ/I(%J)'
2

I s’ensuit que le TMS en un panier quelconque d’une fonction de production homogéne
ne dépend que du rapport g;/q,, donc de la pente de la droite joignant ce panier a I'ori-
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gine. Autrement dit, le TMS est le méme le long de tout «rayon» issu d’origine, comme
dans le cas décrit dans la figure 4.2 (les isoquantes sont alors homothétiques).

A

\ 4

Figure 4.2

Il Les rendementsrd'échelle

La notion de rendements d’échelle apparait dés qu’on s’intéresse aux effets sur la pro-
duction d’une variation simultanée et dans la méme proportion de tous les inputs. La
nature des rendements d'échelle se détermine en comparant le taux de croissance des
inputs, noté A {en supposant A > 1), au taux de croissance de la production, fAAQ)/f(Q) (en
supposant f{Q) # 0). Ce qui revient a étudier le signe de la différence entre ces deux taux,
fAQ)/AQ) - A, et donc le signe de la différence fIAQ) — AA(Q) (puisque la production f(Q)

ne peut qu’étre positive). Ainsi, on dit que:
- les rendements d’échelle sont croissants en Q si fAQ) — Af(Q) > 0, pour tout A>1;
— les rendements d'échelle sont constants en Q si fAQ) ~ A(Q) = 0, pour tout A> 1;
- les rendements d’échelle sont décroissants en Q si fiIAQ) — A(Q) < 0, pour tout A> 1.

Un cas oll la détermination des rendements d’échelle est particuliérement simple est celui
ou la fonction de production est homogéne de degré k (c'est-a-dire, o on a fAQ) =
A*f(Q), pour tout A > 0). En effet, dans ce cas, et ce quel que soit Q:

— les rendements d’échelle sont croissants si k > 1;
- les rendements d’échelle sont constants si k = 1;
— les rendements d’échelle sont décroissants si k < 1.

Si la fonction de production est strictement concave (cf. fiche 26), alors ses rendements
d’échelle sont décroissants ; si elle est, en outre, dérivable, alors ses productivités margi-
nales sont aussi strictement décroissantes. Une condition suffisante pour qu’une fonction

‘de production de classe C? & deux inputs soit strictement concave est que ses producti- .

vités marginales soient décroissantes (fgf (V< 0,i=1,2) et que:

fre O £200 = Uy O > .

Microéconomie



I Elasticité de substitution

Le taux marginal de substitution donne la valeur absolue de la pente d’une isoquante;
dans le cas d’une fonction de production homogéne, nous avons vu que ce taux ne
dépend que du rapport entre les quantités des deux inputs considéreés (leur part relative).
L'élasticité de substitution est un indicateur de la fagon dont cette part relative varie le
long d’une isoquante, dont la pente est donnée — au signe prés — par le TMS. Il est sur-
tout utilisé lorsque les inputs sont le «capital», K, et le travail, L. Comme, en concurren-
ce parfaite (cf. fiche 6), le choix du producteur est tel qu'il égalise ses taux marginaux de
substitution aux rapports des prix (cf. fiche 12), 'élasticité de substitution capital-travail est
alors un indicateur des variations du capital par téte k = K/L en fonction de celles du prix
relatif du travail et du capital. On la note ofk).

En retenant la notation (K,L} pour les inputs, on a donc, en posant tms{k) = TMS; (k,1)

(la fonction de production étant homogene, le TMS l'est aussi, et de degré 0, de sorte que
TMSy, (K,L) = TMSy; (K/L,1) = TMSy;, (i, 1)):

ofk) = lim Ak [k

[4.1]
atmsiid 0 Atms(k) / tms(k)

D'ov, en réarrangeant les termes du rapport qui se trouve dans le membre de droite de
(4.1) et en passant a la limite :

o tms(k) 49
ok =i o TKatmsl / AR .21
_ tms(k)
k X tms'(k)’

APPLICATIONS
1. Soit la fonction de production dite «de Cobb-Douglas»:

fla.a0) = q:%g.P, a> 0, B> 0.

Cette fonction est homogéne de degré o + 8 ; ses rendements d’échelle sont donc
décroissants, constants ou croissants selon que a + f est inférieur, égal ou supé-
rieur a 1.

Ses productivités marginales sont :
£ (a1,a0) = a1 gf et f; (91,92) = Par%a”
Elles sont décroissantes si et seulement si > 1 et > 1.

Comme son taux marginal de substitution, £, (q1,92)/fq (q1.a2), est égal a aqy/Bq,,
il décrolt de +c= a 0 lorsque g, croit de 0* & +o0; les isoquantes sont donc
convexes et asymptotes aux axes (elles sont «de type hyperbolique »).

Fiche 4 - Producteur et fonction de production

19



Pour calculer I'élasticité de substitution de cette fonction de production (qui est
homogene), on se sert de la formule (4.2), en posant a1/, = k. On a alors tms(k)
= 0/kp, et donc tms'(k) = —a/k2B. D'ou, en remplagant dans (4.2):

kX(a/k2p
L'élasticité de substitution est donc constante (elle est la méme, quel que soit le
panier d’inputs considéré).

Selon le signe de & + B - 1, le graphe de la fonction fi:} a 'une des formes sui-
vantes :

- -

a+8=1
Figure 4.3

e+f<l o+f>1 .

2. Soit la fonction CES (pour constant elasticity of substitution) f(-) définie par la
formule :

fla1,a9) = (@q:? + BgoP)1?  avec 2> 0, B> 0et 0 <p <l.

On vérifie immédiatement que c’est une fonction homogéne de degré 1 (donc, a
rendements d’échelle constants).

Lorsque p = 1, elle est linéaire: ses isoquantes sont des segments de droite de
pente —o/f. Le taux marginal de substitution est le méme, quel que soit le panier
d'inputs considéré : ses inputs sont des substituts parfaits.

Lorsque p tend vers 0, la fonction CES tend vers la fonction de Cobb-Douglas,
étudiée plus haut.

Ses productivités marginales sont :
fa, a1.a2) = (0gyP + BgP)V/PH1 (g P

fa, 1a1.92) = {0q:” + PaoPI1/PH (g, Y).

Elles sont donc décroissantes (dans le cas ot 0 < p < 1, ce qu'on suppose ici).
Pour des paniers d'inputs aux éléments strictement positifs, le taux marginal de
substitution entre les inputs 1 et 2 est donné par le rapport de ces productivités
marginales. D’ou :

et:

og,#!
Bayt
" Pour 0 < p < 1, ce taux décroit de +e & 0 lorsque g, augmente de 0* & +eo: les

isoquantes sont strictement convexes et asymptotes aux axes {elles sont de type
hyperbolique).

TM52/1(Q1,C12) =
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5 Le probleme de I'echange

Le consommateur qui dispose d’un certain nombre de ressources — sa dotation initiale
(cf. fiche 2) - va chercher & augmenter sa satisfaction & travers I'échange avec les autres
agents économiques. Le producteur aussi (I'échange portant ici sur I'output et les inputs).
Une des hypothéses essentielles de la microéconomie est que les échanges se font sur la
base du volontariat (les institutions garantissent qu’on ne peut forcer quelqu’un a faire des
échanges, s'il ne le désire pas).

Cette hypothése ne suffit cependant pas & déterminer le taux auquel les échanges vont
s'effectuer. Elle implique, tout au plus, 'existence d’un seuil supérieur et d’un seuil infé-
rieur entre lesquels se situent les taux acceptables par les parties en présence. Comme les
faux acceptables sont, en général, trés nombreux (une infinité, en fait), le modéle de
I'échange congu comme un face-a-face entre individus est indéterminé (il n'y a pas un taux
unique qui s'impose a tous comme allant de soi).

1 étude du cas le plus simple possible, celui d’une économie ol il n'y a que deux consom-
mateurs et que deux biens, et ot les échanges sont volontaires, permet de voir ot se situe
le probléme, et d'introduire la notion de courbe de contrat.

HE Le cas ou il y a deux biens et deux agents

Soit deux consommateurs, A et B, dont les goiits sont caractérisés par les fonctions d'uti-
lite Un() et Ug(), et qui ont pour dotations initiales Q°4 = (x°4,¥°4) et Q% = (x5, v°g).
Des échanges volontaires ne se feront que sur la base de taux acceptables par les deux
parties, qui leur permettent d’augmenter leur utilité — & partir de son niveau initial, U4(Q°)
pour A, Ug(Q°) pour B. Or comme, par définition, le taux marginal de substitution (TMS)
fixe un seuil (supérieur ou inférieur) au taux que peut accepter un individu
(cf. fiche 2), il s'ensuit que les taux d’échange acceptables par A et par B sont compris
entre le TMS de A en Q°4 et le TMS de B en Q%.

Pour fixer les idées, supposons que :
Q% = (7,18), TMSA (7,18} = 2

y/x

(13.4) = 1/3.

et:

Q% = (13,4), TMSB

v/x

Fiche 5 - Le probleme de I'échange
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A détient donc un panier relativement bien fourni en y; d’oti un TMS de v en x relative-
ment élevé : A est prét a céder jusqu’a deux unités du bien y contre une unité du bien x ;
il accepte donc tout taux d’échange entre y et x inférieur a 2. De son cété, B détient un
panier relativement fourni en x; d’oti un TMS de y en x relativement faible : B est prét a
accepter au moins 1/3 d'unité du bien y contre une unité du bien x; il accepte donc les
taux d’échange de y en x supérieurs & 1/3.

Ainsi, A et B acceptent tout taux d’'échange de y en x cdmpris entre 1/3 et 2. De facon
plus générale, on a, si TMSB Q%) < TMSA, Q%)

TMSE,, (Q°p) < taux d’échange de y en x acceptable par A et B < TMSA,,(Q%).

On dit que les taux marginaux de substitution donnent les taux de réserve respectifs de
A et de B; les taux de réserve constituent donc des seuils pour les taux d’échange accep-
tables par les deux parties en présence.

Le diagramme d’Edgeworth fournit un moyen simple pour décrire la situation ; il est
d'ailleurs souvent utilisé par le microéconomiste pour illustrer les problémes liés a I'échange.

Il Le diagramme d’Edgeworth

Op ——
7

Figure 5.1

Le principe du diagramme est simple : on considére un rectangle dont un des cétés a une
longueur égale a la quantité totale disponible du bien x {7 + 13 = 20 dans notre exemple),
la longueur de l'autre étant égale a la quantité totale du bien y (18 + 4 = 22). Les deux
cOtes issus de O, forment un systéme d’axes sur lequel sont données les quantités de biens
détenues par A, les deux cotés restants, issus du sommet Op, formant un autre systéme
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(«renversé»), sur lequel sont données les quantités de biens détenues par B. Dans la
«boite» constituée par ces deux systémes d’axes, les dotations initiales Q°4 = (q°41, 9°42)
et Q% = (q°g1, q°sp) sont représentées par le méme point (noté Q° sur le graphique). Si
on trace les courbes d'indifférence passant par ce point, et si les TMS de A et de B y sont
différents, alors des échanges mutuellement avantageux sont possibles. N'importe quel
point qui se trouve entre les deux courbes d'indifférence — de A et de B — qui passent par
Q° (région grisée du diagramme) peut étre le résultat de ces échanges, le point atteint
dépendant des taux d’échange effectivement utilisés (ainsi, dans la figure 5.1, le passage
du panier Q° au panier M peut étre fait au taux donné par la valeur absolue de la pente
du segment de droite Q).

Il La courbe des contrats

Parmi tous les paniers de biens, il y a ceux ot le processus d’échange s'arréte, car les taux
de réserve des deux individus y sont égaux. Si, dans le diagramme d’Edgeworth, on relie
entre eux ces paniers de biens, on obtient généralement une courbe. On appelle celle-ci
courbe des contrats, car des individus rationnels ne peuvent s’accorder (et donc «établir
un contrat » entre eux) que sur un des points de cette courbe, aprés avoir épuisé toutes les
possibilites d’échanges mutuellement avantageux (courbe XY de la figure 5.2).

Figure 5.2

Retenir les seuls points de la courbe des contrats, et les taux d’échange correspondants,
restreint le nombre de situations possibles. Toutefois, comme la courbe des contrats com-
porte une infinité de points, I'indétermination demeure : le microéconomiste ne peut dési-
gner un taux d’échange, et une réaffectation des ressources, qui serait «le» résultat du
modéle. 1l peut seulemnent dire que si les indidus sont rationnels, un point de la courbe XY
sera choisi, A cherchant & ce qu'il soit le plus proche possible de Y, et B, de X.

Pour lever I'indétermination, il faut donc rajouter d’autres ingrédients au modéle. C'est ce
que fait, par exemple, le modéle de concurrence parfaite, qui suppose qu'il existe une
entité extérieure qui affiche des prix — et donc des taux d’échange —, prix acceptés par
tous comme base des échanges (cf. fiche 6).
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APPLICATION
On suppose que la relation de préférence de A est représentée par la fonction d’uti-
lite Uy(-) telle que :

Uala1,.q0) = d192,

Uglgy.a0) = 2 '\/Elw1 + gp.

Dans I'un et l'autre cas, les courbes d’indifférence associées sont convexes, comme
dans les figures 5.1 et 5.2.

On détermine la courbe de contrat en égalisant les taux marginaux de substitution de
A et de B. Pour A, ce taux — rapport des utilités marginales — est égal a g»/q;, tan-
dis que pour B il est égal & 1/+/q;.

La courbe de contrat a donc, en distinguant par des indices appropriés les quantités
détenues par A de celles qui le sont par B, pour équation :

dza 1

di1a V915

Comme la quantité totale disponible de chaque bien est donnée, g, pour le bien 1 et
gy pour le bien 2, alors on a les deux équations supplémentaires :

{ Qia +q1 =01
Qoa t Q2B = Q3
Comme on est en présence d’un systéme de trois équations & quatre inconnues, celles-
ci sont liées. Pour déterminer la courbe de contrat, on cherche le lien entre q; 4 et g,

Ce qui est immédiat ici (du moins lorsque g4 < q,), puisqu'il suffit pour cela de faire
d1g = g3 — g4 dans I'équation (5.1). Soit :

celle de B étant telle que :

(5.1)

q1A

Qop = —m—=.
2 V41— q14

C’est I'équation de la courbe de contrat {pour I'ensemble des dotations initiales), cour-
be qui est représentée dans la figure 5.3 (ot ont a supposé que g; =g, = 10).

Op

Figure 5.3
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6 I La concurrence parfaite

On a wu dans la fiche précédente qu'il ne suffit pas que les individus veuillent faire des
échanges (mutuellement avantageux) pour que les taux auxquels ces échanges s’effectuent
soient déterminés, c'est-a-dire uniques. Il v a multiplicité des taux acceptables, chacun
ayant des taux qu'il préfere, car ils lui sont favorables (mais non aux autres).

La facon la plus courante, en microéconomie, de lever I'indétermination qui résulte de la
multiplicité des taux d’échange acceptables consiste & supposer une forme d'organisation
sociale particuliére, la concurrence parfaite, dont une des caractéristiques importantes est
Pexistence de prix affichés (un prix par bien), prix qui sont connus et acceptés par tous
(le taux d’échange entre deux biens étant alors donné par le rapport de leurs prix).
Autrement dit, les agents économiques s'en remettent & une entité extérieure — car non
impliquée dans les échanges — qui propose des taux uniques, sur la base desquels chacun
prend sa décision. Celle-ci est d’ailleurs grandement facilitée par cette hypothése, les
agents n’ayant plus & marchander, dans les limites imposées par leurs taux de réserve
(cf. fiche 5).

L’hypothése d'unicité des prix n'est pas la seule qui caractérise la concurrence parfaite ;
celle-ci porte aussi sur les institutions qui régissent les relations entre agents, sur I'infor-
mation dont ils disposent et sur leurs comportements.

HH Les hypothéses d'ordre institutionnel :
un systéme tres centralisé

A. Une entité qui fixe les prix et en informe
les agents économiques

L'unicité des prix et le fait que tout le monde en soit informé supposent qu'il existe un
«centre» qui affiche les prix et qui les fait connaitre aux agents économiques. L'image
habituellement retenue est celle d’'un commissaire-priseur, tels ceux qui procédent a des
ventes aux enchéres (Walras parlait de prix «criés», en pensant a la Bourse). Néanmoins,
une représentation plus appropriée de la situation décrite par le modéle de concurrence
parfaite est celle d’'un réseau, du type minitel ou internet, auquel tous les agents sont bran-
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chés, avec un serveur central - un super ordinateur — qui affiche un prix par bien, prix sur
la base duquel les ménages et les entreprises font leurs calculs (déterminent leur offres et
leurs demandes). Le point essentiel, c’est que chacun accepte les régles du jeu, c’est-a-dire
qu'il prend pour référence les prix affichés (sur son écran) par le super-ordinateur, sans
chercher & proposer d'autres prix ou & nouer des relations bilaterales, «directes», avec
d'autres agents. Tout doit passer par le «centre», qui assure que les conditions dans les-
quelles & lieu la «compétition» soient les mémes pour tout le monde.

B. Des offres et des demandes individuelles
regroupées centralement

Sur la base des prix affichés, et seulement sur cette base, les ménages et les entreprises
formulent des offres et des demandes, de biens, de travail, etc., qu'ils transmettent & I'en-
tite centrale (en se servant, par exemple, de leur minitel ou de leur ordinateur personnel).
Ces offres et ces demandes sont alors additionnées et confrontées globalement par l'enti-
té centrale (le super-ordinateur, par exemple) qui peut donc voir si elles sont compatibles
(c’est-a-dire, si elles peuvent étre globalement satisfaites). Si elles le sont - ce qui n’est
sirement pas le cas si les prix affichés le sont au hasard -, alors on dit qu'il y a équilibre
de concurrence parfaite.

La recherche de I'équilibre de concurrence parfaite nécessite donc que les offres et les
demandes individuelles soient centralisées et regroupées. C'est cet aspect institutionnel du
modele qui justifie le fait qu’on puisse écrire I'égalité :

d,(P) = Zdij(P);
i

qui signifie que la demande globale du bien i aux prix P, d/(P), est obtenue en additionnant
les demandes individuelles d;{P} (l'indice j représentant ici les individus, ménages ou entre-
prises).

Si on note s{:) les fonctions d’offre, on a de méme :

s{P) = X s,{P).

j
La recherche d'un prix d'équilibre passe alors par la confrontation des offres et des
demandes globales, s('} et d(-). Ce que peut faire I'entité centrale (le super-ordinateur).

C. Un systéme complet de marchés

Aux deux hypothéses précédentes, s’en rajoute une troisiéme, également d’ordre institu-
tionnel ; elle postule I'existence d’un systéme complet de marchés. On entend par la qu'il
existe un prix affiché pour tous les biens qui interviennent dans les fonctions d’utili-
té des ménages et dans les fonctions de production des entreprises. Comme, parmi
ces biens, il y en a qui sont des biens futurs (en régle générale, les ménages et les entre-
prises répartissent dans le temps leur consommation et leur production), I'hypothése sur
lexistence d’un systéme complet de marchés implique que les individus ont la possibilite
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d’acheter ou de vendre des biens livrables & n’importe quelle date future (dans le cadre de
I'horizon temporel défini par le modéle).

Cette hypothése permet d’éliminer toute incertitude au moment de la prise de décision,
ce qui simplifie énormément celle-ci {disparition des comportements speculatifs, ou de
précaution, comportements difficiles & modéliser). Comme les agents choisissent d’'une
fois pour toutes, et en connaissance de cause, leurs consommations et leurs productions
présentes et futures, le temps devient inessentiel (il est une caractéristique des biens, parmi
d’autres, sans plus). Le modéle de concurrence parfaite n'y fait donc pas référence — sauf

lorsque le modeélisateur s'intéresse & la dimension intertemporelle des choix individuels
(cf. fiche 18).

Dans un monde sans incertitude, tel que le suppose 'hypothése sur le systéme complet
de marchés, la dotation initiale d’un ménage est formée de biens présents ou futurs, dont
les quantités, (g;°,..., g,%), sont connues dés I'instant initial (celui ot le ménage prend sa
décision, pour toute sa vie); aux prix P = (py,...,p,), la valeur p1q,° +... + p,q,° de sa
dotation initiale représente sa richesse (alors que son revenu a une période donnée est
égal a la valeur de sa dotation a cette période).

Il Les hypotheses sur les comportements

Les individus sont supposés étre rationnels, ce qui signifie qu'ils cherchent & maximiser
leur fonction-objectif (utilité ou profit), compte tenu des contraintes qu'ils subissent (res-
sources limitées, techniques existantes) et de l'information dont ils disposent. Les res-
sources sont données par les dotations initiales, les techniques par les ensembles de pro-
duction. Reste I'information, sur les taux d’échange ou sur ce que peuvent faire les autres.
En concurrence parfaite cette information se réduit — par hypothése — aux prix affichés.
Plus précisément, le modéle suppose que les agents prennent leurs décisions sur la base
de la seule information donnée par les prix, et qu'ils ne cherchent pas & en savoir plus (ce
qui n’est pas vraiment rationnel...). lls ne tiennent donc pas compte des effets que peu-
vent avoir ces décisions sur le comportement des autres, ou sur les prix. En outre, ils pen-
sent — ou ils croient — que leurs offres et leurs demandes peuvent étre satisfaites, aux prix
affichés (ils font donc comme si ces prix étaient d’équilibre — en rendant compatibles les
décisions prises séparément par chacun d’eux). On dit, & propos de cette croyance, que
les agents ont des conjectures concurrentielles.

On résume parfois I'ensemble des hypothéses concernant le comportement des agents en
concurrence parfaite en disant que ceux-ci agissent en «preneurs de prix» (price takers).
A quoi s'ajoute une justification : un tel comportement est compréhensible (du point de
vue de la rationalité) si, pour chaque bien, il y a un «trés grand nombre», d'offreurs et de
demandeurs, tous étant «trés petits», au point d'étre «négligeables», tels des
«atomes novés dans la masse». Bien qu’évocatrices, ces formulations donnent une idée
vague, et en bonne partie fausse, des comportements individuels, tels que les suppose le
modele de la concurrence parfaite. Ainsi, elles laissent dans I'ombre le role, essentiel, des
croyances (conjectures) des agents au moment de la prise de décision ; un agent rationnel,
méme s'il est «trés petit» («un atome»), doit - ou devrait — se poser la question de la pos-
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sibilité qu'il aura d’acheter — ou de vendre - effectivement les biens prévus dans son plan
{qui est établi sur la base des prix affichés, et des ressources — et des techniques — dispo-
nibles). Il doit — ou devrait ~ s’interroger aussi sur la facon dont les autres peuvent réagir
a la situation existante, puis prendre sa décision en conséquence.

Un tel comportement est toutefois trés difficile & modéliser; il dépend en outre des
croyances de chacun sur ce que feront les autres, croyances imbriquées et fluctuantes, et
donc pratiquement impossible a saisir. Cest pourquoi le modéle suppose des conjectures
concurrentielles, malgré leur évidente «naiveté » (pour ne pas dire leur irrationalité) ; avec
de telles conjectures, le choix des agents est radicalement simplifié. On retrouve la prin-
cipale justification des hypothéses de la concurrence parfaite : simplifier au maximum le
probléme des prises de décision individuelles, ainsi que celui de leur coordination.

APPLICATION

On considere un consommateur qui a une dotation initiale Q° = @%.--, q,%, ol les
indices 1,..., n peuvent désigner des biens présents ou des biens futurs. Aux prix affi-
chés P = (py,...,p,), la richesse R du consommateur est égale a la valeur de sa dota-
tion initiale, p;q;°+...+ p,q,°; les paniers de biens {g;,...,q,) parmi lesquels le
consommateur fait son choix doivent donc vérifier la contrainte budgétaire :

P11t - + PG, <p1gi°+ ... + pag,°
En concurrence parfaite, les prix qui interviennent dans cette inégalité sont donnés ;
en outre, le consommateur croit quils sont indépendants des quantités de biens,
seules variables sur lesquelles il pense pouvoir agir. Pour lui, la contrainte budgétaire
(lorsque n = 2), est du type de celle qui a été tracée dans la figure 6.1 (ou: P =(1,2),
Q°=4,2)etor, doncR=1X4+ 2 x 2 = 8): les axes donnent les quantités de
biens (variables sur lesquelles porte le choix), la pente de la droite de budget AB étant
donnée (au signe prés) par le rapport des prix, qui est indépendant des quantités de
biens. La droite de budget est obtenue en tracant la perpendiculaire au vecteur-prix P

B B B P e e S B R S

. issue du point Q° qui représente la dotation initiale (cf. fiche 1).
§ qz

%

2

’ﬁg R/p,

:

§

%;

1251 Rip, a1
Figure 6.1
Le domaine des consommations possibles est donné par tous les points du triangle
OAB. En réalité, du fait qu'on suppose que tous les échanges entre deux biens se font

au méme taux (donné par leur rapport de prix), le choix ne peut porter que sur un
panier qui se trouve sur le segment de droite AB.
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| Le choix du

4 consommateur en
concurrence parfaite:
le cas usuel

La concurrence parfaite suppose que chaque agent prend sa décision {fait son choix) sur
la base de prix donnés, en pensant que ceux-ci ne sont pas influencés par sa décision (il
agit en « preneur de prix» — cf. fiche 6).

Avec ces hypothéses le consommateur choisit le panier de biens Q = (gy,..., g,) qui maxi-
mise son utilité U{qy,..., g,) tout en vérifiant sa contrainte budgétaire :

PGy + - + P4, <R,
pour des prix p;, ... , p, et un revenu R donnés.

Le contenu du panier choisi dépend, entre autres, de la forme de la relation de préféren-
ce du consommateur, et donc de celle de sa fonction d'utilite U(). Dans cette fiche, on
résout le cas le plus simple du point de vue du traitement mathématique (le «cas usuel»),
celui ot les courbes d'indifference du consommateur sont «de type hyperbolique»
(cf. fiche 2). On va supposer qu’il n'y a que deux biens, ce qui n'est pas trés restrictif, le
raisonnement étant le méme avec n biens {on considére alors tous les couples possibles
de biens).

HE Le choix du consommateur dans le cas usuel

Ce choix — qui se traduit par une demande de biens de sa part — peut étre déterminé de
trois facons différentes : par une étude graphique, par le raisonnement, par le calcul.

A. Le choix du consommateur par I'étude graphique

Cette étude est faite dans la figure 7.1, ol il apparait que le panier choisi Q* = {q,*, 5%
est sur la courbe d'indifférence «la plus haute » tout en ayant au moins un point commun
avec la droite de budget. Comme les courbes d'indifférence sont convexes, le panier

Fiche 7 - Le choix du consommateur en concurrence parfaite : le cas usuel

29



demandé Q* est unique ; comme elles sont asymptotes aux axes, ce panier se trouve «2
I'intérieur» du segment AB (et non dans les «coins» A ou B).

2

0 p] q¥ A
Figure 7.1

Ce qui caractérise le panier Q*, outre le fait qu'il se trouve sur la droite de budget AB,
c'est que la courbe d'indifférence et la droite de budget v sont tangentes. Or la pente de
la tangente en un point & une courbe d’indifférence est, par définition et au signe prés, le
taux marginal de substitution (TMS) des deux biens au point consideéré (cf. fiche 2), tan-
dis que la pente de la droite de budget est donnée par le rapport des prix des deux biens.
Par conséquent, ce qu'indique la figure 7.1, c’est que le consommateur choisit, parmi les
paniers de biens qui vérifient sa contrainte budgétaire, celui qui égalise le TMS entre les
deux biens au rapport de leurs prix.

B. Le choix du consommateur par le raisonnement
économique direct

On part de la constatation suivante : le consommateur a intérét a faire des échanges — et
donc d’augmenter sa satisfaction - tant que son taux d’échange « subjectif » (donné par son
TMS) est différent du taux d’échange «objectif », indépendant de lui, donné par le rapport
des prix. Par conséquent, le panier demandé Q* = {q;*, g,*), celui qui maximise sa satis-
faction, doit étre tel qu'il épuise les possibilités d’échanges avantageux pour lui ; autrement
dit, il doit étre tel qu'il égalise son taux marginal de substitution au rapport des prix.
Condition qui s’écrit, plus précisément :

P
TMS2/1(QI*’ q2%) = —

2
A cette condition s'ajoute la contrainte budgétaire :

P191*+ pogo* = R.

La solution - unique, dans le cas usuel - du systéme formé par ces deux équations, dont

les inconnues sont g;* et g,*, donne le choix du consommateur (ses demandes des biens
let2)
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C. Le choix du consommateur par le caicul

On peut procéder de deux fagons.

« La méthode directe : on constate qu'on peut mettre la contrainte budgétaire sous la
forme: g, = (R — p1a1)/Po, ce qui permet de l'incorporer dans la fonction d'utilité et donc
de chercher le maximum de la fonction f{-) d’'une seule variable (et sans contrainte), défi-
nie par:

R-pg
flgy) = Ulgy, ———)
P,
Si (g,*, g»*) maximise ['utilité — sous la contrainte budgétaire — alors il faut que :
fla*) = 0.
Mais comme on a, par dérivation en chaine (cf. fiche 26):
R-paq R-pag, p
g1} = U (q;, ————) + U ,__L)(__l),
f((h) ql(Q]_ p2 ) qz(ql p2 p2

la condition f{g,*) = 0 s'écrit, sachant que gq,* = (R - p,a,*)/p;:

P
U (a1%a2") + Uy fai" a2 Bl—) = 0.
2
D'ou, si U;z(ql*,qz*) #0: o
Us a1%,a2") b
U, far'a2) P
Or, comme Ual(%*an*) / U;z(ql*,qz*) = TMS; /1{q,",92") (cf. fiche 3), on retrouve la condi-

tion d’égalité entre le taux marginal de substitution et le rapport des prix qui caractérise
le choix du consommateur dans le cas usuel.

* Le recours au lagrangien (cf. fiche 26): le lagrangien L(:) du programme du
consommateur est ici défini par I'égalité :

Lig1,92) = Ulay,a0) + MR — p1g1 — p2da),
ol A est le multiplicateur de Lagrange associé 2 la contrainte budgétaire.

Le choix du consommateur (g;*, go*) doit vérifier la condition du premier ordre :
{Lgmt%ﬂ=o
Laz(%*,%*) =0
D’ou, vu la forme de L():
{ UQI(Q1*,Q2*) -Ap1=0
U, fa1%a2%) - Ap; = 0
En éliminant A, on retrouve la condition :
Uplai"a2) b

U(;Z(QI*an*) p2 '
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~3 Remarque

Le graphe de I'ensemble des paniers de biens qui vérifient la condition d’optima-
lité, quel que soit le revenu, est appelé courbe d’Engel, ou sentier d’expansion.

APPLICATIONS

1. On considére la relation de préférence représentée par la fonction d’utilite U() —
«de Cobb-Douglas » - définie par :
Ulg1,92) = q;% q5 avec >0, B> 0.
Les courbes d'indifférence, pour cette fonction d'utilité, étant de type hyperbo-
lique (cf. fiche 3), on est dans le cas usuel. Comme: Uz (91,92) = g% g5f et
U;z(qI,qz) = g% g,#1, et comme le taux marginal de substitution est donné par
le rapport de ces expressions, il s’ensuit que :

agg

T™MS,,1(q1,92) = —.
2/1\4 1,42 ﬁQ1

La condition d’optimalité s’écrit donc, dans le cas présent :
0q; P

Baq P2 .

A cefte condition s'ajoute la contrainte budgétaire :
P191 + p2az = R.
On est en présence d’un systéme de deux équations a deux inconnues (g; et g5),
dont on note la solution q,* et g,*. De la premiére, on tire :
@ Bp, Q"
2 =— gy
0Py

Le sentier d’expansion est donc une droite issue de l'origine et de pente
Bp1/ap,. En remplacant dans la contrainte budgétaire, il vient :

B
P91 + —) =R,
24

et donc:
aR BR

#*

- etgyt=
ple+ B pola+ P

C’est le choix du consommateur, sa demande des biens 1 et 2. On notera que la
demande de chacun des biens ne dépend que de son seul prix : c’est 1a une parti-
cularité des fonctions d'utilité de Cobb-Douglas.

2. On considére la relation de préférence représentée par la fonction d’utilité UX(.)
{dite additivement séparable) définie par I'égalité:

Ulg1,q2) = a X ;% + b X g5f,

ol a et § sont tous deux strictement compris entre 0 et 1, a et b étant strictement
positifs.
On n'est pas tout a fait dans le cas usuel, puisque les courbes d’indifférence (stric-
tement convexes) ne sont pas asymptotes aux axes (cf. fiche 3, application 2).
Néanmoins, comme le taux marginal de substitution décroit de +e 4 0 le long de
ces courbes (cf. fiche 3), la condition d’égalisation du TMS au rappoit de prix s'ap-

fh*
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g plique sans restriction,comme dans le cas usuel. Le choix du consommateur (g,”,
£ q5"} vérifie donc les deux équations :

| 251
et: TMSz/l(q 1%.92%) = p_ .
2

p1a1*+ p2gz*= K.
La figure 7.2 donne un exemple de ce choix.

2

0 at A
Figure 7.2

Les notations étant relativement lourdes dans le cas général, on va faire les calculs
dans le cas oii: Ulg;,q9) = 2+/9; + V/q2. Le choix du consommateur (q*, g2¥)
est donc tel que:

e T B o R A e BB

2\/‘1_2* P
‘\/‘71* Pz-
Dol:
251
q;* = (=’
2 2p,

(le sentier d’expansion est donc une droite passant par l'origine et de pente
(p1/2p,)?). Si on remplace dans la contrainte budgétaire piq, + pyqs = R, on
obtient la demande du bien 1:

ar* = 4p,R/p1lpy + 4p2),
puis celle du bien 2 :

Swnmemene QQ* = le/pZ(pl + 4p2)

&
%
.
:
@
e

)

Il Une condition du secohd ordre

La condition : taux marginal de substitution = rapport des prix, est une condition du pre-
mier ordre (elle porte sur des dérivées premiéres). Dans le cas usuel, elle est suffisante —
d’ou l'importance donnée & ce cas —, comme le montre I'étude graphique. Si on veut
compléter celle-ci par le calcul, alors on construit la matrice hessienne bordée du pro-
gramme du consommateur :

Fiche 7 - Le choix du consommateur en concurrence parfaite : le cas usuel
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U U
(= U0 U -l
4! P2 0

Pour que Q* soit un maximum {local) de I'utilité sous contrainte, il suffit que le détermi-
nant de H"(Q*) soit strictement positif. Soit, si on suppose que U"(-) est de classe C? (ce
qui implique que U;’lqz(Q*) = ngql(Q*)) si:

PipA-ULAQY) + 2U7, (@) - U Q) > 0.
Dans le cas o les utilités marginales sont strictement décroissantes {donc ot U”4() < 0, i
= 1,2), il suffit que I'on ait Uz,q,l') > 0 pour que cette condition soit vérifiée, et donc pour
que Q* soit une solution du programme du consommateur.
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i Le choix du

_ & consommateur: solutions
en coin et conditions de

- Kuhn et Tucker

Dans la fiche précédente, le choix du consommateur a été déterminé dans le cas usuel
(courbes d’indifférence de type hyperbolique), ou il suffit d'appliquer la regle d’égalité
entre taux marginaux de substitution et rapports de prix. En dehors de ce cas, 'utilisation
de cette régle peut étre inadéquate (elle ne caractérise pas le panier optimal). Il peut ainsi
arriver que, si les courbes d'indifférence ne sont pas asymptotes aux axes, la demande du
consommateur de un (ou de plusieurs) bien(s) soit nulle ; si tel est le cas, on dit qu'on est
en présence d’une «solution en coin» {elle se trouve en un point ot une courbe d'indiffé-
rence coupe un des axes). '

L’étude des cas non usuels doit notamment prendre en compte le fait que le choix du
consommateur porte sur des paniers de biens dont les éléments ne peuvent étre négatifs.
Cette étude peut étre faite graphiquement (s'il n’y a que deux biens) ou par le calcul, grace
a la méthode de Kuhn et Tucker, qui généralise celle du lagrangien.

Le traitement du cas général étant particuliérement lourd, on va se limiter a I'étude de
quelques exemples classiques, qui suffisent pour faire comprendre la démarche a suivre.

HE Le cas des fonctions d'utilité linéaires

On considére un ménage dont la relation de préférence peut étre représentée par la fonc-
tion d’utilite U(-} définie par :

Ulg,,99) = aq; + Bgy, avec > 0, > 0.
Ses courbes d'indifférence sont des droites dont la pente, —¢/, donne, au signe prés, le
taux marginal de substitution :
o
TM52/1 {a1,92) = E

Le taux marginal de substitution est donc constant (il est le méme pour tous les paniers
de biens). On remarquera que les ceefficients a et §sont des «indicateurs de safisfaction»
relatifs aux biens 1 et 2: si @ > f, une unité du bien 1 procure au consommateur une
satisfaction plus grande qu’une unité du bien 2 (quel que soit le panier de biens envisagé),
le contraire arrivant si & < .
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Aux prix affichés p et p,, la régle d’égalisation du taux marginal de substitution au rap-
port de prix s’écrit :
a p

B b

Or comme ¢, B, p; et p, sont des nombres donnés (des parametres du modéle), il n'y a
aucune raison pour que cette égalité soit vérifiée. Pourtant, quelles que soient les valeurs
(strictement positives) prises par ces paramétres, il existe une solution au programme du
consommiateur (puisque son choix est limité par sa contrainte budgétaire, et par le fait qu'il
ne peut y avoir des quantités négatives de biens). Comme la régle d’égalité entre le TMS
et le rapport de prix conduit & une impossibilité (sauf dans le cas trés particulier ou a/ B =
P1/Py), alors que les courbes d'indifférence sont convexes, la solution ne peut qu'étre « en
coin» — demande nulle d’un des biens -, sauf si a/ff = p;/p,. Trois cas sont a envisager,
selon les valeurs prises par les paramétres , f, p; et p,:

* a/B > py/py: dans ce cas, le consommateur maximise sa satisfaction en ne demandant
que du bien 1, dont le «rapport satisfaction-prix», a/p;, l'emporte sur celui, B/py, du
bien 2. Le consommateur choisit donc le panier : (R/ P1,0) (point A de la figure (8.14));

2

0
Figure 8.1a

Le sentier d’expansion — courbe décrite par les paniers de biens optimaux lorsque le
revenu varie — est ici confondu avec 'axe des abscisses (quel que soit le revenu, la deman-
de du bien 2 est nulle).

* a/B< p1/py: dans ce cas, le consommateur maximise sa satisfaction en n’achetant que
du bien 2, dont le rapport «satisfaction-prix » 'emporte sur celui du bien 1. Le consom-
mateur choisit donc le panier: (0,R/p,) {point B de la figure (8.1b)).

Figure 8.1b
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Le sentier d’expansion est ici confondu avec 'axe des ordonnées (quel que soit le reve-
nu, la demande du bien 1 est nulle).

* a/B = py/py: comme le rapport «satisfaction-prix» est le méme pour les deux biens,
n'importe quel panier vérifiant la contrainte budgétaire du consommateur maximise sa
satisfaction. Le programme du consommateur a une infinité de solutions, de la forme
(6R/p;, (1-8R/p,), avec B¢ [0,1] (points du segment AB dans la figure (8.1¢)).

0
Figure 8.1¢

Le sentier d’expansion est en fait ici une surface: c'est 'ensemble des paniers de biens
dont les éléments sont non négatifs (autrement dit, c’est le premier «cadran», ou
«orthant», du plan cartésien).

I Cas d’'une fonction d'utilité quasi linéaire

Soit un consommateur dont les goiits sont représentés par la fonction d'utilité dite quasi
linéaire :
Ulg,q9) = 2Vaq1 + 9z.

Le taux marginal de substitution entre les biens 2 et 1 est, en un panier (q,95) quelconque
(mais tel que g, # 0):
1

T1\’152/1 (QLQZ) = Fl

Quand q; augmente, de 0+ & +oo, ce taux décroit, de +oo vers 0 ; les courbes d’indifférence
associées a U(-) sont donc strictement convexes. Toutefois, et c’est la une de leurs spéci-
fités, elles coupent I'axe qui donne les quantités du bien 1 en un point oti le TMS, ; n’est
pas nul. Ainsi, la courbe d'indifférence de niveau k (> 0), dont I'équation est:

2V +dp =k,
coupe cet axe au point (k2/4, 0), o on a: TMS,(k%/4,0) = 1/vk?/ 4 = 2/k. Le long

de la courbe d'indifférence de niveau k, le taux marginal de substitution du bien 2 au bien
1 varie donc entre + et 2/k. La figure 8.2 donne, a titre d’exemple, la courbe d'indif-
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ference qui passe par le panier (1,1) (donc de niveau k = 3), le TMS,,, étant égal & 2/3
au point (9/4, 0) ol elle coupe I'axe des abscisses.

q2 A

1 9/4 q
Figure 8.2

La condition d’égalité entre le taux marginal de substitution et le rapport de prix s’écrit,
dans le cas présent :

1 _p»
Vq, P2
D’ot, la demande du bien 1:
ar = (2.
Py

La demande du bien 2 se déduit alors de la contrainte budgétaire ; soit :

Ces demandes des biens 1 et 2 n'ont toutefois un sens que si elles sont toutes deux non
negatives. Pour cela, il faut que g, = 0, donc que:

R;p_zi
P
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Si cette condition n'est pas vérifiée, donc si R < py2/p,, alors le choix du consommateur
est la solution «en coin» (R/p,, 0). Les figures (8.3a) et (8.3b) décrivent les deux situations
possibles avec cette fonction d'utilité (selon les valeurs des prix et du revenu).

2 2
1

Figure 8.3a Figure 8.3b

Le sentier d’expansion est constitué de deux segments de droite : pour des revenus infé-
rieurs & p,2/py, il est formé par les points de 'axe des abscisses compris enire O et
(po/P1)?: pour des revenus supérieurs a p,2/p;, il est formé par les paniers {{po/p1)?, R/p;
— py/py), dont l'abscisse est constante, et qui sont donc représentés par la demi-droite
paralléle & I'axe des ordonnées et d’abscisse (p,/p;)?. La figure 8.4 donne un exemple d'un
tel sentier d’ expansion.

(Pz/PJ)E
Figure 8.4

1

ImM Résolution par la méthode de Kuhn et Tucker

La méthode de Kuhn et Tucker géneralise celle de Lagrange (cf. fiche 26) au cas ou les
contraintes sont des inégalités. Elle associe a chaque contrainte de la forme g{Q) = 0, ou
Q désigne le panier de biens (qy,-..,q,), un multiplicateur de Lagrange 4, puis elle consi-
dére le lagrangien L(-) défini par:

Fiche 8 - Le choix du consommateur: solutions en coin et conditions de Kuhn et Tucker
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LQ = UQ + X7 A8/Q.
Si le panier Q" maximise U(:) sous les contraintes g{*) = 0, alors il doit annuler les déri-
vées de L(-) (condition nécessaire). Soit :

(i) L,@Q)=0, i=1..n
Mais il doit, en outre, vérifier les relations d’exclusion :

i) 3glQ)=0,  j=1l..p,
les multiplicateurs A devant étre positifs ou nuls :

(i) 4=0 j=1,..n

Les conditions (i) (i) et (iii) sont appelées conditions de Kuhn et Tucker.

Il découle des relations d’exclusion (ii) que si la j-¢me contrainte n’est pas atteinte en QF,
donc st g{Q") > 0, alors le multiplicateur qui lui est associé est nul (soit : glQ)>0=

A; = 0); si, en revanche, ce multiplicateur est non nul (s'il est donc strictement positif),
alors la contrainte est forcément atteinte en Q* (soit : A4 >0 =g(Q) = 0).

APPLICATION

On va appliquer la méthode de Kuhn et Tucker au cas de la fonction quasi linéaire,
traitée plus haut. Comme les contraintes sont: R - p1q; —ppg, = 0, q; = 0, g, = 0,
le lagrangien associé est :

Lla1,q2) = 2v91 + g2 + AR — p1a; - p2ag) + Mgy + Aeqy.
Les conditions (i) (dérivées du lagrangien qui s’annulent) s’écrivent ici :
[1/\/‘:;—1-@1 +A,=0
1-Ap, +4,=0.
A quoi s’ajoutent les trois relations d’exclusion :
MR - p1a;1 - p2gg) = 0
Aig1 =0
Aoqy = 0.
On est donc en présence d’un systéme de cinq équations a cing inconnues (g4, g, A,
Ay, Ay), auxquelles se rajoutent les conditions de signe :
A=0,1,=04,=0.
St on suppose, par exemple, g; > 0 et g, > 0, il découle des relations d’exclusion que
AL =0et A, = 0, puis, de la deuxiéme équation que A est différent de O ; par conse-
quent, la contrainte budgétaire est atteinte (on a R — P191 — P2q2 = 0). Des trois équa-

tions 1/+/q; — Apy =0, 1 - Ap, = 0 et R - p,qy — pog, = 0, on tire les demandes
des biens 1 et 2:

R R R

«_ P . B p
a* = (52, q 2

B 9=

P P2 b

C’est la une solution possible, ¢ condition que R/p, — po/p1 = 0 (rappelons qu'on a
supposé que q, > 0), et donc que R = p,2/p;.

Mais le systéme peut comporter d’autres solutions. Ainsi, si on suppose que gq; >0
et que g, = 0, alors il s’ensuit (pour les mémes raisons que ci-dessus) que A =0,
A>0et R -piq; - pags = 0. De cette derniére égalité on tire (puisqu’on a supposé
a2 = 0): q; = R/p;. Reste a voir si les deux premiéres équations et la condition de

e P D R e

IR RERARY,
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signe A, = 0 sont vérifiées. Or, de la deuxiéme équation, on tire A = (1 + A,)/py. En
reportant dans la premiére, il vient A, = po/p1vq; — 1. Comme q; = R/p;, la condi-
tion A, = O n’est donc vérifiée que si:

p2 = p1vVR/ p1,

et donc que si:
p%/p1 = R.
On retrouve la solution (unique) déja obtenue par I'étude graphique :

2 R
-siR<?Z  (gq,%) = 0):
Py Py

2 2 R
~siR =P (@1%,g5") = ((&)  — - P2y
1 P P2 P
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9 Les fonctions de
demande et de demande
compensée

Le choix du consommateur conduit a des demandes de biens qui dépendent, en concur-
rence parfaite, des seuls prix {py,....,p,) et de son revenu (R). La demande d’un bien i quel-
conque peut donc étre notée :

qi(p],)"':pn:R) i= 1,...,”.
La fonction g/() est appelée fonction de demande du bien i du consommateur.

Une fagon de caractériser ce type de fonction consiste a étudier comment la demande
varie lorsque les prix et le revenu le font, notamment en déterminant le signe de ses déri-
vées, ou la valeur de ses élasticités. Cette étude a déja été partiellement faite dans les deux
fiches précédentes, chaque fois que la question du sentier d’expansion a été abordée,
puisque celui-ci donne la fagon dont les demandes varient en fonction du revenu. Reste
donc a étudier l'impact des prix sur la demande.

N La notion d’'élasticite

L'élasticité est un nombre «pur» (sans unités), qui indique 'effet de la variation relative
(donc, en pourcentage) d’une variable sur les variations relatives d’une autre variable, qui
dépend d'elle. Ainsi, dans le cas de la fonction de demande g-), I'élasticité-revenu est don-
née par la formule -

Aq,-(-)/ CI,-(‘)

)=\ TaRR
Aqf)/q{)  Aq{)/AR

Comme ARR  ail/R on a donc, si on suppose que la fonction q,{-) est deéri-
vable :

R
(9.1) erl) = (g)pl) —

qi(')

Ou encore, du fait que (q)'s(-)/q,() est la dérivée par rapport 4 R de In gj(-):
(9.2) eigl) = Riln q{)g.
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On définit de la méme facon les élasticités-prix. Ainsi, on a:
b

e )= @), ) 5

APPLICATIONS
* Soit la fonction de demande g{-) telle que :

' alp) = cp”.
Cette fonction d’une seule variable (le prix p) n’a qu'une seule élasticité, I'élasticité-
prix:

elp) =a

(le calcul de I'élasticité est ici le plus simple avec la formule (9.2), avec p au lieu de R,
car on a: In g(p) = ¢ + alnp, et donc (In g{p))’ = a/p).

On est donc en présence d’une élasticité constante (indépendante de la valeur prise
par la variable).

Cette propriété vaut pour toute fonction & plusieurs variables de type multiplicatif, ot
une des variables est affectée d’un exposant, telle la fonction de demande :

Q(Ply- "7pn:R) = Plk f(p2""s.pn:R)s
dont I'élasticité par rapport au prix p; est constante, et égale a I'exposant k de p;.
En particulier, les fonctions de demande g(-) de la forme :
alpy,....p,.R) = pit... por RY
sont & élasticités constantes, quelle que soit la variable envisagée.
« Soit la fonction de demande g{-), dont le logarithme est donné par la formule :
9.3) In g(p,,ps,R) = aylnp; + ap, + aglnR.
Le plus simple pour le calcul des élasticités est, dans le cas présent, d’appliquer la for-
mule (9.2). Pour p; et pour R, on est en présence d’élasticités constantes (comme
dans 'exemple précédent) : a; pour le prix du bien 1, as pour le revenu. Mais tel n’est
pas le cas pour l'élasticité relative au prix du bien 2; la formule (9.2) peut toutefois
étre aussi utilisée. En effet, en dérivant par rapport a p, les deux membres de (9.3),
il vient : :
{in glpy,p2, RNy, = az.
D’oti, en multipliant par p, les deux membres de cette égalité :
(In qlp1,p2, RN, P2 = azpy.
Comme le membre de gauche de cette égalité est la formule qui définit I'élasticité par
rapport a p, {formule (9.2), ou on remplace R par p,), il s’ensuit que:
epz(p],:pz:R) = asz‘
L’élasticité par rapport au prix du bien 2 n’est donc pas constante (elle dépend de ce
prix}.

I Fonction d'utilité indirecte et
« utilité marginale du revenu»

Les demandes du consommateur sont, par définition, telles qu’il maximise son utilité (sous
contrainte budgétaire). Si on note V(py,...,p,,R) P'utilitt maximum procurée par la
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consommation des biens demandés, aux prix py,..., p, et avec un revenu R, alors la fonc-
tion V() est definie par I'égalité :

V(ply---,me) = U(q]_(pl’"')pnyR)y"') qn(lj];"':me))'

On appelle V() fonction d’utilité indirecte. Une des propriétés mathématiques intéres-
santes de cette fonction est que sa dérivée par rapport au revenu est égale au multipli-
cateur de Lagrange associé a la contrainte de revenu du consommateur (pour la
démonstration, voir la fiche 26). Ce qu’on écrit :

é(pl,...,pn,R) = A
Le multiplicateur de Lagrange A est donc un indicateur de I'«intensité» avec laquelle
s’exerce la contrainte budgétaire sur le consommateur (plus A est grand, et plus grand est
limpact sur son utilité maximum d’une «petite » variation de son revenu). Cest pourquoi
on appelle A «utilitt marginale du revenu».

APPLICATION
Soit la fonction d'utilite U(.) définie par :

Ulgz.q1) = 919,
C’est une fonction de Cobb-Douglas, avec @ = 1 et 8= 1 (cf. fiche 7). Aux prix p; et
Py, et pour le revenu R, la demande du bien 1 est R/2p,, celle du bien 2 étant E/2p,
{cf. fiche 7). On a donc, par définition de la fonction d’utilité indirecte V() :

R R. R _R

§ 2py 2p;  2py Zp;

: R

% 4pipy

§ L'utilité marginale du revenu, dérivée par rapport & R de cette expression, est donc :
, , R

% 2p1pa

%mmm

Il La demande compensée

Les demandes envisagées jusqu'a présent, que I'on qualifie parfois de «marshalliennes»,
sont determinées pour des prix et un revenu donnés. Or le consommateur est, avant tout,
concerné par ['utilité - ou la satisfaction — maximum qu’il peut obtenir, pour des prix don-
nés. D'ou l'idée qui consiste & définir un autre type de demandes, les demandes com-
pensées ou hicksiennes, a utilité donnée.

En se limitant au cas de deux biens, on notera q¢{p;,p,,u) la demande compensée du bien
i (i = 1,2}, aux prix p; et py, et pour une utilité donnée u (celle-ci remplace le revenu R
de la demande « marshallienne ). Il découle de la définition des demandes compensées que
V'on a, si on note U() la fonction d'utilité du consommateur :

(94) U(qlc(plip27u)) qzC(Pbpz:U)) = U

44 Microéconomie



© Dunod -~ La photocopie non autorisée est un délit.

A P'équation (9.4), condition imposée sur le niveau d'utilité, s'ajoute la condition d’opti-
malité, donnée par I'égalité entre le taux marginal de substitution et le rapport de prix (en
supposant qu’on est dans le cas usuel) :

(9.5) TMS, 1(af(p1,pa.u), aS(py,poul) = %
2

Si on regroupe (9.4) et (9.5), on est en présence d'un systéme de deux équations a deux
inconnues, les demandes compensées, q<(py,po,u) et gS(p1,py,u). Pour trouver celles-ci, il
suffit donc de résoudre ce systeme.

Graphiquement, 'ensemble des demandes compensées pour une utilité u donnée est
représenté par la courbe d'indifférence de niveau u. Pour un vecteur prix P = (p1,p2)
donneé, on obtient les demandes compensées g¢(p;,po,u) et qS{py,p2,u) en tracant la tan-
gente a la courbe d'indifférence de niveau u qui est perpendiculaire au vecteur-prix P,
comme cela est fait dans la figure 9.1 (o0 on a tracé aussi la demande compensée
Q<(P’,u), pour un autre vecteur-prix, P’, mais pour le méme niveau d’utilité u).

b
»

- q,(Pu)

q5(P',u)

Figure 9.1

Remarquons que dans la figure 9.1, on se donne la courbe d'indifférence, et on cherche
la droite qui lui est tangente (tout en étant perpendiculaire au vecteur-prix), alors que dans
le cas du choix du consommateur traité dans les deux fiches précédentes {demande mar-
shallienne), on se donnait la droite de budget, et on cherchait la courbe d'indifférence qui
lui est tangente.
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APPLICATIONS
1. Soit la fonction d’utilite U(-) définie par I'égalité -
Ugy,90) = q; X gs-
Les demandes compensées pour une utilité u donnée doivent donc étre telles que:
(96) 3] X gz = u.
En outre, aux prix p; et p,, elles doivent aussi vérifier la condition d’optimalité
(9.5) (on est ici dans le cas usuel, les courbes d’indifférence étant de type hyper-

bolique). Comme on a, avec la fonction U() considérée, U lanag) / U, q1az) =
42/q,, cette condition s’écrit :

%

qdz Dy

a1 Dy

Les solutions en g; et en g, du systéme d’équations formé par (9.6) et (9.7) don-
nent les demandes compensées :

qf(pl,pg,u) = 1/Eu pour le bien 1
P
c [P1 .
qz(Pl,pz,U) = . /—u pour le bien 2
P2

2. Si la fonction d’utilité est :

Ulg,,q,) = \/‘2_1 + ‘\/q—z,

alors les demandes compensées pour 'utilité u et les prix p; et po sont solution
du systéme de deux équations a deux inconnues :

Va1 + /gy = u (contrainte sur 'utilité)
Uplana2) vaz p
—?—1— =)— =-—  (condition d’optimalité).
U la1.92)  va;  po
Ces solutions sont :

1 2u2
q7(p1pa.u) = —(;j—p)z— {demande compensée du bien 1)
1+P2
pZuZ
a; (P1,pou) = m (demande compensée du bien 2)
1+P2

Le revenu compensé

Le revenu compensé, pour une utilité u et des prix p1 et py donnés, est, par définition, le
revenu qui permet au consommateur d’atteindre tout au plus I'utilité u, lorsque les prix
sont p; et py. On le note donc R{p;,p,,u). 1l découle de sa définition, et de celle des
demandes compensées, qu'il est égal & la dépense nécessaire pour acheter le «panier
compensé» Q¢ = (qf(p;,py,u), q5(p;,po,u)). On a donc:

Relp1,pa,u) = p1q{lpy.po.u) + peaglpy,po,u).
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C'est en raison de cette égalite qu'on appelle aussi le revenu compensé fonction de
dépense du consommateur.

On peut donc envisager le programme de celui-ci de deux fagons différentes, dont on dit
quelles sont duales :

— soit il maximise 1'utilité & dépense (revenu) donnée ;
— soit il minimise la dépense a utilite donnée.

On passe de I'un & l'autre en changeant «maximiser» par «minimiser » {et vice versa), et
en permutant les roles de 'utilité et de la dépense.

H découle de la définition des fonctions V() et R%(-) que l'on a:
Vip,-...0 By, ... ) = U
et:
Re(py,....0 VD1, - P BN =
quels que soient les prix p, l'utilité u et le revenu R.

On montre, & partir du théoréme de I'enveloppe {cf. fiche 26), que la dérivée du revenu
compensé par rapport au prix de I'un quelconque des biens est égale a la demande
compensée de ce bien. C'est le lemme de Shephard, qui s’écrit donc:

R, 0=al), i=1,..n

APPLICATIONS

1. Dans le cas de la fonction d'utilite U() telle que Ulgy,95) = g1 X g3, de I'applica-

tion 1 ci-dessus, le revenu compensé est: p; ., /—u + Pon /-~—u Soit, -aprés sim-

plifications :
RYpy,pp,u) = 2~/p1pau.

2. Dans le cas de 'application 2 ci-dessus, ou Ulgy,95) = 4/g; + /g2, le revenu com-

piuz p2u?
pensé est : Pi ort0s )2 Po o Soit, aprés simplifications :

pipau’
pitp2

Rc(plypZ’ U) =

Fiche 9 - Les fonctions de demande et de demande compensée
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] O Effet-substitution
& et effet-revenu

Les variations du prix d’un bien ont deux conséquences sur sa demande: d’une part,
le prix relatif de ce bien est modifié, ce qui incite & lui en substituer d’autres (ou a le
substituer & d’autres); d'autre part, le pouvoir d’achat du revenu varie. On parle, a
propos de ces deux types de conséquences, d’effet-substitution et d’effet-revenu, et on

cherche a les évaluer séparément, en faisant appel & la demande et au revenu compen-
sés {cf. fiche 9).

R Leffet-substitution

On évalue cet effet en raisonnant d niveau d’utilité inchangé, le revenu pouvant, lui,
varier. Pour cela, on se donne une utilité - ou une surface d'indifférence - de référence,
qui est celle a laqueile parvient le consommateur lorsqu'il fait son choix (optimal), pour un
vecteur-prix P et un revenu R donnés (le couple (PR) caractérise donc la situation de réfé-
rence). Pour simpilifier la présentation, on supposera qu’il n'y a que deux biens, donc que
P = (py,p,). Dans la situation de référence, les demandes du consommateur, q{p1,p2.R),
i=1,2(q;, en abrégé) peuvent &tre représentées par un panier Q* = (g1, q3), comme cela
est fait dans la figure 10.1. La courbe d'utilité qui passe par Q* est, par définition, la cour-
be d'utilité de référence; si U(-) est une fonction d'utilité associée a la relation de préfé-
rence, alors 'utilité de référence est U(Q*) — notée u* par la suite.

Supposons maintenant que le prix du bien 2 augmente, de p, a p5 (donc p; > p,) et appe-
lons P’ le nouveau vecteur-prix (donc P’ = (py,ps)). A utilité u* inchangée, et pour une
dépense la plus faible possible (aux nouveaux prix), le choix du consommateur est donné
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par ses demandes compensées q<(py,p5,u”), i = 1,2, notées tout simplement gf quand il
n'y a pas d'ambiguité possible. Dans la figure 10.1, ces demandes sont représentées par
le point Q.

Figure 10.1

L'effet-substitution est, par définition, le déplacement sur la courbe d'indifférence de réfé-
rence, suite & une variation de prix. Il dépend évidemment de celle-ci, et de la courbe d’in-
difference retenue. On l'évalue & travers les écarts, g - gf, i = 1,2, entre les demandes
et les demandes compensées ; il est représenté dans la figure 10.1 par deux fleches le long
des axes (une par bien), qui symbolisent le «déplacement» entre les points Q* et Q.
L effet-substitution agit toujours dans le méme sens: la hausse (baisse) du prix relatif d’un
bien provoque une baisse (hausse) de sa demande compensée. :

Il Leffet-revenu

Aux prix (p1,p,) et au revenu R, le panier Q¢ n'est généralement pas un choix possible du
consommateur. Ainsi, dans le cas décrit dans la figure 10.2, il est en dehors du triangle
OAB’, délimité par les axes et la contrainte budgétaire. Soumis a cette contrainte, le
consommateur se rabat sur le panier Q' (= (q,(p1.p5,R), q2p1,05. K}, qui lui procure une
utilité moindre que Q¢ (ou que Q7). Cette diminution d'utilité a pour origine la baisse du
pouvoir d’achat du revenu R, suite a la hausse du prix du bien 2. Le passage du panier
Q¢ au panier ' représente |'effet-revenu ; comme pour 'effet-substitution, on le repré-
sente graphiquement par des fleches sur chacun des axes (une par bien).
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Figure 10.2

APPLICATIONS
On prend pour prix de référence le vecteur-prix P = (1,1), et on suppose que le prix
du bien 2 double (il passe donc de 1 a 2).

On va évaluer les effets substitution et revenu pour les deux types de fonction d'utilité
considérés dans la fiche précédente.

1. On suppose que Ulg,,9,) = g,q et que R = 12. Comme on est en présence
d’'une fonction de Cobb-Douglas, la fonction de demande du bien i, i = 1,2, est
(cf. fiche 7): qp,,ps,R} = R/2p, On a donc, pour R = 12:

—aux prix P = (1,1): q4(1,1,12) = 6, g5(1,1,12) = 6 (donc Q* = {6,6) et
u*=6 X 6= 36);

—aux prix P = (1,2): q,(1,2,12)= 6, q5(1,2,12)= 3 {donc Q' = (6,3)).

f?) P
Quant aux demandes compensées, qf(p;,po,u) = - /;Z-u et g5(p1.pyu) = p—lu
1 2

(cf. fiche 8), elles valent ici, pour p; = 1, pe=2etu=236(=u":+72 =849
pour le bien 1, 4/18 = 4,25 pour le bien 2. On a donc: Q¢ = (8,49, 4,25).
Ainsi, le doublement du prix du bien 2 implique que le consommateur substitue
2,49 (= 8,49 - 6) unités du bien 1 4 1,75 (6 — 4,25) unités du bien 2.

Quant a I'effet-revenu, il se traduit par une diminution de 8,49 a 6 de la deman-
de du bien 1 (il agit dans le sens contraire de 'effet-substitution, qu'il contrecar-
re exactement, ce qui est typique des fonctions d’utilité du type Cobb-Douglas), et
par une diminution de 4,25 a 3 de la consommation du bien 2 {'effet-revenu
s'ajoute donc a I'effet-substitution).

2. On suppose que U(gy,q,) = —\ﬁ;—l + \/q—z et que R = 8, Les fonctions de demande
sont alors (cf. fiche 7): q4(py,po,R) = p2R/pilp1+p2) pour le bien 1, go(p1,ps,R) =
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p1R/polp1+ps) pour le bien 2. Soit, en reprenant les mémes prix que dans
'exemple précédent, mais avec R = 8:

—aux prix P = (1,1): q4(1,1,8) = 4, g»(1,1,8) =4 (donc Q" = (4,4) et u” =

V4 + /4 =a);
—aux prix P’ = {1,2): 9,(1,2,8)= 5,33, q4(1,2,8)= 1,33 (donc Q" = {5,33; 1,33)).

Quant aux demandes compensées, elles ont été déterminées dans la fiche précé-
dente :
2.2 2,2 ‘
qilpy,pou) = P2t pour le bien 1, g5(py,ps,u) = Pt pour le bien 2
» y - s 12 - .
(py + po* (py + Po)?

Pour le vecteur-prix (1,2) et I'utilité u = 4 (= u®), les demandes compensées sont
données par le vecteur: Q¢ = (7,11; 1,73).

[’ effet-substitution se traduit donc par une hausse de 7,11 — 4 = 3,11 de la deman-
de du bien 1, et par une baisse de 4 — 1,73 = 2,27 de la demande du bien 2.
L’effet-revenu se traduit par une diminution de 7,11 - 5,33 = 1,78 de la deman-
de du bien 1 et de 1,73 — 1,33 = 0,40 de celle du bien 2.

I Biens normaux, biens inférieurs, biens Giffen

Lorsque le prix d’'un bien augmente (diminue), sa demande compensée diminue (aug-
mente) : I'effet-substitution agit toujours dans le méme sens. Mais tel n’est pas forcément
le cas avec I'effet-revenu, qui peut selon la fonction d'utilité et la situation de référence
retenues, soit renforcer !'effet-substitution, soit I'amoindrir, soit méme le contrecarrer au
point qu’une hausse du prix d’un bien puisse provoquer une hausse de sa demande. Dans
le premier cas, effets dans le méme sens, on dit qu’on est en présence d’'un bien normal,
dans le second (effet substitution amoindri), d’'un bien inférieur, dans le troisieme, d'un
bien Giffen. La figure 10.3 illustre ces deux derniers cas: dans 10.3a, le bien 1 est infé-
rieur ; dans 10.3b, c’est un bien Giffen.

2 2

A 1\

Figure 10.3a Figure 10.3b

Fiche 10 - Effet-substitution et effet-revenu



Revenu compensé et indice du cout de Ia vie

Le revenu compensé R, valeur des demandes compensées aux « nouveaux prix » (cf. fiche 9),
fournit un moyen d’évaluer globalement (c’est-a-dire, par un seul nombre) I'effet-revenu,
en le comparant au revenu R de référence. Pour cela, on peut calculer la différence R —
R, somme qu’il faut verser au consommateur pour «compenser» la hausse de prix, afin
qu'il puisse se maintenir - tout au plus - sur la méme courbe d'indifférence ; ou alors, on
peut calculer I'indice 100 X R¢/R, appelé indice du cott de la vie. Cet indice est infé-
rieur a l'indice de Laspeyres, qui est obtenu en faisant le rapport {multiplié par 100) entre
la valeur, aux nouveaux prix (P’), du panier optimal de référence (Q%), et sa valeur aux prix
P.

=

.

de départ (P} (soit: 100 ). L'indice de Laspeyres est supérieur a l'indice du cofit

de la vie car il ne tient pas compte de I'effet-substitution, qui permet d’amortir la hausse
du prix de certains biens en leur substituant des biens dont le prix n’a pas augmenté {ou
a diminué).

Ainsi, dans l'application 1 page 50, comme le revenu compensé est égal a 1 x 8,49 +
2 X 4,25 = 16,99, I'indice du coit de la vie est égal a:

16,99

100 —— = 141,
12
tandis que I'indice de Laspeyres est égal a:
100 2X6+2X6 100 18 150
1X6+1x%x6 12

On constate qu'il est supérieur a l'indice du coit de la vie.

L'indice de Paasche est un autre indice utilise pour évaluer I'incidence sur le pouvoir
d’achat du revenu d’une variation de prix ; il se calcule comme I'indice de Laspeyres, mais
en prenant pour référence le panier optimal aux « nouveaux prix», Q. Soit :

indice de Paasche : 100 PQ )

Cet indice est inférieur a celui du coiit de la vie (et, a fortiori, a celui de Laspeyres),
puisque le revenu qui lui correspond ne permet pas P'achat du panier Q¢, et donc le main-
tien sur la surface d'indifférence d’avant la variation de prix. Ainsi, dans I'application 1,
I'indice de Paasche est égal a:

1001><6+.‘Z><3=133_

I1Xx6+1x3

Il est effectivement inférieur a I'indice du coiit de la vie (141).
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La relation de Slutsky

Cette relation fait apparaitre les effets substitution et revenu au niveau des dérivées des
fonctions de demande et de demande compensée. Elle se démontre & partir de I'égalité :

Qi(pl:pZ’Rc(plﬁpZu)) = Qic(p17p2;u) i = 112,
qui se déduit de la définition méme des fonctions de demande, de demande compensée
et du revenu compensé (la demande du bien i au revenu compensé est égale a la deman-
de compensée du bien i). En effet, si on dérive par rapport a p; (i = 1 ou 2) les deux
membres de cette égalité, il vient :

(10.1) (qi);}.(Pppz:Rc(Pppz, u)) + (@)rlp1, P2 Relp1,p2 ul) X (RC);J.(PLPZ,U)
(@) ouppy =12 =12
Or on a {lemme de Shephard : cf. fiche 26):
(Rc);j(Pl:Pz,U) = qi(py,p2,u)-

Si on pose R = R{py,py,u) (R est donc le revenu qui permet d’atteindre — tout au plus -
I'utilité u lorsque les prix sont p; et py), alors on a:

qjc'(pl,p&u) = Qj(plﬁp2’R)'
En remplacant dans (10,1), on en déduit la relation de Slutsky:
(qi);,-(PpPz,R) = (Qf);,,.(PpPz,R) - (qf)fq(PpPz,R) Qj(PbPz,R) ij= 1,2

Ainsi, la variation (plus précisément, la dérivée) de la demande se décompose par rapport
au prix d’un bien en un effet-substitution [(qf);j] et un effet-revenu (~{q)zq).
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] ] Variation de bien-étre et
surplus du consommateur

Si la demande d’un bien diminue lorsque son prix augmente cela signifie que, au fur et a
mesure que la consommation de ce bien augmente, le prix que le consommateur est prét
a payer pour en obtenir une unité supplémentaire diminue. Si, comme cela est le cas en
concurrence parfaite, on suppose que chaque bien a un prix unique, alors toutes les uni-
tés consommées d'un bien donné sont payées au méme prix ; toutefois, la satisfaction que
chacune procure est variable, puisqu’elle décroit avec la quantité consommée.

La notion de surplus du consommateur a été introduite pour tenir compte de ce phéno-
meéne, qui ne fait que traduire le «gain en bien-étre » que le consommateur peut obtenir
grace a I'échange. Cependant, la référence au «bien étre», ou 4 la «satisfaction», pose le
probleme de la mesure du surplus. Probléeme délicat, pour ne pas dire insoluble, puisqu'’il
suppose une approche cardinale de I'utilité. Plusieurs fagons ont donc été proposées pour
évaluer le surplus du consommateur, toutes étant considérées comme des approxima-
tions ; ce qui prouve bien qu'une telle mesure pose probléme.

NE Levaluation du surplus a partir de la fonction
de demande

La notion de surplus a été introduite en faisant référence a la décroissance de la courbe de
demande d'un bien, relativement & son prix. D’ol I'idée consistant a mesurer le surplus a
partir de cette courbe. Comme on s'intéresse au prix maximum — ou prix de réserve — que
le consommateur est prét & payer pour chaque unité de bien, en fonction de la quantite
consommeée, on trace la courbe de demande inverse, qui donne pour chaque quantité g
du bien le prix p(q) que le consommateur est disposé & payer pour obtenir une unité sup-
plémentaire du bien, & partir de q.

Ainsi, si on suppose que le bien est indivisible, pour la premiére unité de bien consom-
mee, ce prix est p(1), pour I'unité suivante, c'est p(2), avec p(2) < p(1) (hypothése de
décroissance de la demande), pour I'unité suivante, c’est p(3), avec p(3) < p(2) (< p(1)}, et
ainsi de suite. Si le prix auquel le bien peut étre acheté est p*, alors le «gain en bien-étre»
procuré par l'achat de sa premiére unité est p(1) - p*; il est de p(2) - p*, pour l'achat de
sa deuxiéme unité, etc., jusqu'au moment ot cette différence s’annule, pour une quantité
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n de bien (n est donc tel que p(n) = p*). Le surplus est donné par la somme des gains en
bien-étre, (p(1) - p*) + (p(2) - p*) + ... + (p(n) — p), c’est-a-dire par:
p(1) + p(2} + ... + p(n) — np*.

Graphiquement, ce surplus est mesuré par la surface qui se trouve en-dessous de la
courbe de demande (inverse), et au-dessus de la droite horizontale qui a pour ordonnée le
prix p* auquel le bien peut étre acheté. Cette surface est en gris dans la figure 11.1, ou
la courbe de demande est «en escalier », puisqu’on a supposé le bien indivisible (la largeur
de chaque «marche» de V'escalier est égale a 1).

p(1)
p(2)

p(3)

pln)

*

Figure 11.1

Si le bien est indéfiniment divisible, la fonction de demande d(-) est représentée par une
courbe, au sens usuel, que 'on suppose strictement décroissante. Cette fonction a donc
une inverse, d-!{-), qui associe & chaque quantité g du bien le prix (maximum) p(q) que le
consommateur est disposé & payer pour cette quantité; comme on a, par définition,
plg) = dYg), on note p() la fonction de demande inverse. Avec ces notations, le surplus
lorsque le prix est p*, et la demande d(p*), est donné, par définition, par I'intégrale :

[&? (plg) - p*)da.

APPLICATION
Supposons que la fonction de demande est la fonction affine d{-) définie par:
dp)=a-bp a>0,b>0.
La fonction de demande inverse est donc plq) = (@ — q)/b. 1l s’ensuit que le surplus
lorsque le prix est p* (avec 0 < p* < a/b) est donné par l'intégrale :
J‘g—bp‘ a-q-bp da.
b
Soit, aprés calculs :
-bp*ra-q-bp* | _
Jor ezt g

Cest la surface du triangle (rectangle) hachuré de la figure 11.2, dont les cétés ont
pour longueur a — bp® et a/b - p*.

1
— bp*2.
2b(a p*)
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<y

Figure 11.2

I} La justification par Ia fonction d'utilité
quasi linéaire

Le surplus du consommateur défini a partir de la courbe de demande pose probléme,
notamment en raison de {'existence de !’effet-revenu associé a toute variation de prix {on
ne peut donc attribuer exclusivement a celle-ci la variation du bien-étre du consommateur).

Il existe cependant une certaine catégorie de fonctions dutilité pour lesquelles le surplus
défini & partir de la courbe de demande peut étre justifié en tant que mesure du gain de
bien-étre. C'est le cas des fonctions d'utilité quasi linéaires (cf. fiche 8), & condition de
considérer la variable «linéaire » (dont on notera les quantités x) comme représentant, en
numéraire, «tous les biens » autres que celui dont on cherche & évaluer le surplus. Plus pré-
cisément, on retient pour fonction d'utilité
Ulg,x) = x + u(g),

ol u(") est supposée strictement croissante et strictement concave {utilite marginale stric-
tement positive et strictement décroissante). Si le revenu du consommateur est noté R,
alors sa dépense pour I'achat de x en «biens autres» est R — pg. Comme ces biens
servent de numéraire, on a donc R - pg = x; en remplacant dans la fonction d'utilité, et
en posant V(g,R) = Ulg,R - pq), il vient :

V@.R) = R - pq + ulg).
On remarque que cette fonction est telle que I'«utilité marginale du revenu», Vg(g,R), est
constante (elle est égale & 1). Le «gain en bien-étre» du consommateur entre la consom-
mation de la quantité q du bien, au prix p, et une consommation nulle est V{g, R) - V(0,R),
soit : u(q) — u(0) - pq. Mais, comme par définition de I'intégrale :

[ wixldx = ulg) - u(0),
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et comme la régle de maximisation de I'utilité & prix donnés exige que u’{q) = plg), quelle
que soit la quantité g considérée, on a:

u(g) - u(0) - pg = [§ (plx) ~ pldx.

Le terme de gauche est le gain en bien-étre, V(g, R) - V{0, R), alors que celui de droite est
le surplus, tel qu'il a été deéfini plus haut.

M Lévaluation par la variation
du revenu compense

La variation du revenu compensé — ou variation compensatoire — constitue une autre
facon d’évaluer le surplus du consommateur. En effet, le revenu compensé est, par défini-
tion, un revenu qui permet de se maintenir au méme niveau de satisfaction — ou d'utilité -
quand le prix d’un bien varie, et ce & partir d’une situation de référence (cf. fiche 9). Ainsi,
quand le prix d’'un bien varie, la variation compensatoire donne une évaluation moné-
taire (en numéraire) de ce que le consommateur est prét a payer pour maintenir son bien-
atre, et donc de effet sur celui-ci de la variation de prix. Cette évaluation n’est plus abso-
lue, comme dans le cas précédent, mais relative & une situation de référence (ou «de
départ»).

Supposons que celle<ci est caractérisée par un prix p du bien auquel on s'intéresse (du
point de vue du surplus) et par un revenu R, grace auquel le consommateur peut atteindre
une utilité maximum u. Son revenu compensé, R¢(p, u), est alors égal a R. Lorsque le prix
du bien varie, de p a p’, le revenu qui permet de compenser cette variation, a utilité
inchangée, est égal a: '

R(p’, u) — Re(p, u).

Cette différence sera d’autant plus importante que le bien considéré est apprécié par le
consommateur ; c’est elle qui servira donc a évaluer la variation du surplus de celui-ci,
entre la situation initiale et la situation finale.

Une autre facon d'interpréter cette différence, plus proche de celle qui a été utilisée dans
le cas de I'évaluation du surplus a partir de la fonction de demande usuelle, consiste a
prendre pour situation de départ le prix p et le revenu R(p’,u). Dans ce cas, la différence
Re(p’,u) - R(p, u) est la disposition d payer du ménage lorsque le prix diminue de p” a p,
c’est-a-dire la somme maximum qui peut étre retranchée de son revenu, en contrepartie
de cette baisse de prix.

APPLICATION

Supposons que la fonction d’utilité est Ulg,,q2) = q193, et que la situation de référence
est p; = 1, p, = 1, R = 12. Comme on est en présence d'une fonction d'utilité du
type Cobb-Douglas, avec o = 1 et = 1, les demandes des biens 1 et 2 sont, res-
pectivement, R/2p; et R/2p, (cf. fiche 7), soit, pourp; =1, p, =1, R=12: 6 et 6.
L utilité procurée par le panier optimal (6,6) est 6 X 6 = 36.
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Supposons maintenant que le prix du bien 1 augmente; plus précisément, qu’il
double. Le revenu compensé R(2,1),36), qu’on notera R’, est solution de I'équation

% R B 236,
. 2Xx22x1
§ il est donc tel que:
% 4 "’
g RFE_ 3.
% ' 4 2
D'ou: R’ = 17,04. Le surplus du consommateur est donc ici égal a la différence entre

R’ et R, cest-a-dire a 17,04 — 12 = 5,04. Autrement dit, le consommateur ayant un
revenu égal a 12 est prét a accepter le doublement du prix du bien 1 {de 1 a 2, avec
p2 = 1, inchangé), si on lui propose d’augmenter son revenu de 5,04, au moins. Qu
alors, autre interprétation possible, si le consommateur a un revenu égal a 17,04, il
est prét a ce que celui-ci soit, au plus, diminué de 5,04, si le prix du bien 1 diminue
de moitié (de 2 a 1), celui du bien 2 demeurant inchange.

Surplus et variation équivalente du revenu

La variation compensatoire du revenu prend pour référence la situation avant que le
changement de prix ait eu lieu. Elle est en quelque sorte conservatrice. La variation équi-
valente prend elle pour référence la situation qui prévaut aprés que ce changement ait eu
lieu. Si on note u’ I'utilité atteinte au «nouveau» prix p’, alors la variation équivalente est
donnée par la différence :

Re(p’, ') - Rp, u).
APPLICATION

Si on reprend I'exemple de I'application précédente, alors pour un revenu égal a 12
et des prix p; = 2 et p, = 1, la demande du bien 1 est 12/(2 X 2) = 3, celle du
bien 2 étant 12/(2 X 1) = 6. Il s'ensuit que u’ = 3 X 6 = 18. Le revenu R qui per-
met aux prix p; = 1 et p, = 1 de parvenir (au maximum) & une utilité égale & 18 est
tel que:

R R

2x12x1
Soit R = 1/ 72 = 8,49, la variation compensatoire étant égale & 12 — 8,49 = 3,51.
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] Le choix du producteur
-d en concurrence parfaite

L objectif du producteur ~ ou de I'entreprise — est de maximiser son profit, celui-ci étant
donneé par la différence entre ses recettes et ses dépenses. Plus précisement, le produc-
teur cherche & déterminer le panier d'inputs {g;, .., g,) — & partir duquel il peut produire
flay, ..., q,) doutput (f(:) étant sa fonction de production : cf. fiche 4) -, qui rend maxi-
mum la différence :

pf(qlﬁ reey Qn) “(P1Q1 +..+ ann),

ot pflqy, ..., q,) est sa recette lorsque le prix de I'output est p, et oll p;qq + ... + p,q, est
sa dépense en inputs, lorsque le prix de l'input i est p; (i = 1, ..., n).

En concurrence parfaite, on suppose que le producteur ne peut pas proposer un prix pour
ce qu'il vend ou achéte et que les prix sont affichés par une entité extérieure aux agents
du modeéle. En outre, ceux-ci prennent leurs décisions sans tenir compte de leur éventuel
effet sur les prix affichés {cf. fiche 5). Sous ces hypotheéses, le choix du producteur porte
exclusivement sur le panier d'inputs (gy, ..., g,) (@avec lequel il produit flgy, ..., q,)). C'est
pourquoi on note nqy, ..., g,) son profit en concurrence parfaite. On a donc:

(12.1) mqy, -, Gn) = PAGY, -, G0 —(P1G1 + - + Py

N Le choix du producteur dans le cas usuel

En concurrence parfaite, le producteur - ou I'entreprise - pense qu'il pourra, aux prix affi-
chés, acheter tous les inputs qu’il demande et vendre le produit qu'il offre. Autrement dit,
il fait son choix sans se soucier des éventuelles contraintes qu'il pourrait subir au niveau
de ses achats ou de ses ventes. Par conséquent, son choix se réduit a la recherche du
maximum de la fonction n(-). Si f(-) est dérivable, une condition nécessaire pour que le

panier d'inputs {g,*, ..., q,,) permette d’obtenir un profit maximum est quil annule les
dérivées partielles de la fonction (). C'est la condition du premier ordre:
(12.2) nai(qi*, gy =0 i=1 ..,n

Comme le producteur pense que son choix n'influence en rien les prix p, py, ..., p, — 1l
voit en eux des parametres indépendants de ses offres et ses demandes - la condition
(12.2) s'écrit, compte tenu de la forme de la fonction #{-)} [donnée par la formule (12.1)}:

(12.3) pfg @', .. q7) = p, i=1,..,n

Fiche 12 - Le choix du producteur en concurrence parfaite
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La condition (12.3) s'interpréte de la facon suivante: le producteur va demander une
quantité de I'input i, quel qu'il soit, telle que son produit marginal pf(’qi g, ..., q;) (valeur
du produit obtenue avec «la derniére unité utilisée» de cet input) soit égal & son prix
(colit de cette derniére unité). Autrement dit, et de facon un peu vague, la demande
d'inputs est telle quelle épuise les possibilités de faire un profit supplémentaire en
augmentant la production (et donc en achetant plus d'inputs).

Cette interprétation de la condition {12.3) n'a toutefois de sens que si le produit marginal
de chaque input est décroissant, donc que si les productivités marginales sont décrois-
santes, du moins en (g7, ..., g1} (cf. fiche 4).

Si, en outre, les rendements d'échelle étaient croissants en (g7, ..., g, le profit n’y serait
pas maximum (il pourrait étre augmenté en accroissant I'échelle de production). La condi-
tion (12.3) n'a donc de sens que si les rendements d’échelle sont décroissants ou
constants en (q7, ..., g,).

La condition (12.3) se présente comme un systéme de n équations & n inconnues (les
demandes d’inputs g7, ..., g;). S'il a une solution, celle-ci dépend des prix des inputs
et de celui de l'output. Si on veut tenir compte de cette dépendance, on la note
qi{Pys --» Ppy P) plutdt que g} (i = 1, ..., n) et on appelle la fonction q,(-) fonction de
demande de l'input i de I'entreprise.

L'offre de I'entreprise aux prix py, ..., p,,, p, s'obtient en «entrant » les inputs « optimaux »

q/,i=1, ..., n, dans la fonction de production. Si on note s{-) la fonction d’offre de I'en-
treprise, cette fonction est donc définie par I'égalité :
(12'4) S(plv seey pn, p) = f(Q1(p1, reey pns p)) veey qn(ph cery pn? p))

Cette offre ne dépend que des prix affichés, des inputs et de 'output (conséquence de
I'hypothese de concurrence parfaite). Toutefois, souvent en microéconomie, seul le prix
de l'output apparait explicitement dans la fonction d’offre; la formule (12.4) se réduit
alors a:

s(p) = flay(p), ... q,(P))

Notons enfin qu'on déduit des conditions (12.3), pour deux inputs i et j quelconques dont
les productivités marginales sont non nulles, 'égalité :

f;l(ql*s veey q;:) _ pi'

(12.5) =—.
faa, - d2)  p

On retrouve la condition d’égalité entre le taux marginal de substitution de deux biens
demandés (ici, des inputs) et le rapport de leurs prix, condition déja rencontrée dans la
théorie du choix du consommateur en concurrence parfaite (cf. fiche 7). Lorsqu’il n'y a
que deux inputs, I'ensemble des paniers de biens qui vérifient cette relation peut étre
représenté par une courbe, le sentier d’expansion (obtenu en faisant varier la quantité
produite).
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APPLICATION
Soit une entreprise dont la fonction de production f(-) est définie par I'égalité :

flai. q9) = Q11/2 Q21/4-
(-} est donc une fonction de Cobb-Douglas {cf. fiche 3}. Comme elle est homogéne de
degré 1/4 + 1/2 = 3/4 (< 1), elle est & rendements d’échelle décroissants ; en outre,

les productivités marginales fg,(q;, g2) (= %q{l/ 2 gy et fa fq1, a2 (= 'c‘ll‘chl/ 2 qy%%

sont décroissantes. Les conditions nécessaires pour obtenir un profit maximum sont
donc vérifiées.

Les conditions (12.3) prennent ici la forme du systéme de deux équations a deux
inconnues :

| S
=pq,~V% g7 1% = p,

(12.6) ?
chh*l/z qz %% =p,
En faisant le rapport, membre 3 membre, de ces deux équations, on obtient I'équa-
tion du sentier d’expansion :
2 £
(12.7) 2 2
i P2

C’est, dans le plan des inputs, une droite qui passe par 'origine et de pente p;/2p,.
De (12.7), on tire : g5 = (p1/2p4)q,*. En remplacant dans (12.6), on obtient une équa-
tion qui n'a que g4 pour inconnue. Soit, en posant k = py/2p,:

pai’~V2kq )% = 2p;.
D’ol les demandes des biens 1 et 2:
«_ Pk p?

ql = =
(2py)*  32p:°p,
4
qs = P >
| (8p1p2)
En remplacant dans la fonction de production on obtient ta fonction d’offre :
4 4
— = —_ p p )
sip1, P2, P) = flar’, a2) = ft ) )
32p1°py (8pipy)?
= P v ( p* /4 = p® _
32p3p,  (8pipy)? 8 x2Vp *p,

Il Le cas des rendéments d’'échelle constants

Ce cas représente une situation limite, entre rendements croissants et rendements décrois-
sants. Il présente un certaine nombre de particularités. Ainsi, il ne peut y avoir de pro-
duction (finie) en concurrence parfaite que si elle procure un profit nul. En effet, comme
le profit s’écrit :

™y, ..., @) = pA@y, o Gn) = P11 — - — Puln
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alors:
mAqy, ..., Aq,) = pfAg,, ..., Aq,) —p1Agy — ... — p,Ag, = Anlqy, ..., q,)-

Ainsi, si r(gy, ..., q,) # 0, alors I'entreprise pourrait choisir un panier (Agy, ..., Ag,,) avec
A «aussi grand qu’elle veut » — puisqu’en concurrence parfaite il est supposé que les agents
font leur choix sans tenir compte d’éventuels rationnements —, dans le but de faire un
profit (théoriquement) infini. Ce qui n'est évidemment pas réalisable. Par conséquent, en
concurrence parfaite, les rendements d’échelle constants ne sont compatibles qu’avec un
profit négatif ou nul. Pour que cela soit le cas, il faut que le prix de vente du produit soit
inférieur ou égal & son cofit unitaire de production. Si on note ¢, ce dernier, alors I'offre ;

- est nulle lorsque le prix est inférieur a c,;

— peut prendre n'importe quelle valeur lorsque le prix est égal & Cys

~ n'est pas définie pour un prix strictement supérieur & Cy

Son graphe a donc la forme suivante :

qa

oY

Cy

Figure 12.1

Pour déterminer le cofit unitaire, on part de la condition du premier ordre (12.3) (on sup-
pose, pour simplifier les notations, qu'il n'y a que deux inputs) :

{ pfalar’, a2%) = py
Pﬂ;z(%*, qs") = py

La fonction f(-) étant homogéne de degré 1, ses dérivées partielles sont homogénes de
degré 0 (théoréme d’Euler), et ne dépendent donc que du rapport a,°/q," (sigy® # 0). Les
conditions d’optimalité peuvent donc s'écrire :

{ pfefa’/as", 1) = py
Pfafa:"/as", 1) = p,

Ce systéme d’équations n’a, en fait, qu'une seule inconnue, le rapport q1/q;5. Il s’ensuit
que les parametres — ici les prix — qui y interviennent doivent &tre liés. Pour trouver ce
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lien, on «extrait» q;/q5 de la premiére équation, en fonction de p et de py; ce quon
écrit: g{'/q5 = dp, py)-
En remplacant dans la deuxiéme équation on obtient la condition liant p, p; et p,:

pfg,\elp, p1), 1) = pa.

La valeur du prix du produit p qui vérifie cette relation donne le coiit unitaire (minimum) c,.

APPLICATION «
Supposons que la fonction de production f{-) est définie par la formule :
flar, a9 = 2(q109*%.
Les conditions d’optimalité s’écrivent dans ce cas:
{ plas/ai)’"? = p
plai/q3)/? = p?

De la premiére équation on tire g3/q; = (p1/p)? En remplacant dans la deuxiéme,
on trouve la relation liant les parametres {les prix) du modéle :

p = (p1p)*2.

La fonction d’offre de concurrence parfaite est donc dans ce cas:
— offre nulle si p < (pyp,}1/%;
— offre indéterminée (entre O et I'infini) si p = (p1p2)V/?;
offre {théoriquement) infinie si p > (p1py)'/2. |

Fiche 12 — Le choix du producteur en concurrence parfaite
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1 3 La fonction de coiit

La fonction d'offre de concurrence parfaite peut étre calculée soit directernent a partir de
la fonction de production (et des prix affichés des biens), comme cela a été fait dans la
fiche 12, soit indirectement, & partir de la fonction de coit, qui se déduit elle-méme de la
fonction de production.

La fonction de cotit est notamment utilisée en microéconomie pour introduire dans 1'ana-
lyse de I'entreprise les coiits fixes, dus & 'existence d’indivisibilités, qui sont souvent
elles-mémes considérées comme une des raisons d’étre des entreprises. La référence aux
collts fixes permet aussi d'introduire 1'idée d’adaptation a «long terme» de la production
de l'entreprise.

HN La fonction de coiit déduite de Ia fonction
de production

Par définition, une fonction de coiit c() associe & chaque quantité de produit g, le coit
minimum ¢{q) en inputs nécessaires pour la produire. La fonction de cofit est donc la solu-
tion du programme : '

minimiser p1q; + ... + p.q,,
sous la contrainte flg;,...,q,) = q,

ou f(-) désigne la fonction de production de I'entreprise et ol les prix p sont donnés et
considérés par I'entreprise comme indépendants de ses choix (hypothése de concurrence
parfaite ; cf. fiche 6).

La résolution du programme ci-dessus passe par la détermination des quantités deman-
dées d'inputs, qu'on va noter g{q), i = 1,...,n, puisqu’elles dépendent de la quantité pro-
duite g. Le coit minimum pour produire g est alors :

clg) = p1a1lq) + ... + p,g.a).
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Si la fonction de production a des isoquantes de type hyperbolique, alors les demandes
d’inputs doivent vérifier la condition d’optimalité : taux marginal de substitution = rapport
de prix, tout en satisfaisant la contrainte : figy,...,q,} = g. S'il n'y a que deux inputs, elles
sont donc solution du systéme de deux équations & deux inconnues :

fél(QLQZ) _ ﬂ

fafa1.92  ps

- flana) =q.

La solution, {q4(g), g.{q)) de ce systéme se trouve donc sur le sentier d’expansion
(cf. fiche 12). Elle peut étre déterminée graphiquement en tracant la tangente de pente
-p,/p, & lisoquante de niveau g, comme cela est fait dans la figure 13.1 (les droites de
pente —p,/p, sont appelées droites d’isocodt).

2
YV Q=g

q20q)

q,(q)

Figure 13.1

APPLICATION

On suppose que la fonction de production f(-} est définie par la formule :
fla1,92) = 0192
C’est donc une fonction de Cobb-Douglas.
Ses isoquantes étant des hyperboles, les demandes d’inputs qui minimisent le cott
pour produire g sont solution du systéme de deux équations a deux inconnues :

2 _h (TMS = rapport des prix)
9, Pz

g9, =q (isoquante de niveau q)
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Apreés calculs {simples), on obtient cette solution, qui dépend évidemment de q (et des

prix) :
q1lq) = , /—%22 {demande de I'input 1)
1
p

aslq) = 4 /qu (demande de l'input 2)
2

La fonction de cofit est donc:

' p2q [p1a
clg) = p; 21y P2 -
P1 P2

= 2 VPiP2g

R B R

Il Couts fixes, cout moyen, coit marginal

Jusqu’a présent, on a supposé que la production varie de facon continue, ou progressive,
avec les quantités d'inputs, ceux-ci étant considérés comme indéfiniment divisibles. Afin
de tenir compte de I'existence de cofits incompressibles, indépendants de la quantité pro-
duite, on introduit dans la fonction de cofit un terme constant, noté Cr, et qui représente
donc des cotits fixes. La fonction de coitt s'écrit alors :

Clg) = clg) + cF,
ol c{q) désigne les coiits variables, qui ne concernent que les inputs divisibles (ceux qui
interviennent dans la fonction de production).

A partir de la fonction de cofit ainsi elargie, on définit la fonction de cotit moyen, Cy),
qui associe a tout g > 0, le colt unitaire Clg)/q. Soit :

Colg) < 29 F

Ainsi, pour des valeurs de g proches de 0, le cofit moyen tend vers Vinfini, & cause du
terme ¢;/q. Ce terme devient en revanche de plus en plus petit au fur et & mesure que g
augmente ; si on suppose que le cofit variable c(q) augmente avec g, et plus vite que lui,
alors la fonction de cofit moyen est d'abord décroissante (lorsque les g sont « petits »), puis
croissante. Son graphe est donc «en U»: il existe un niveau de production q, pour lequel
le codt unitaire est minimum. La courbe de cotit marginal, dérivée de la fonction de coft,
passe dailleurs par ce minimum. Autrement dit, on a:

Culg®) = C1q").
Cette propriété vient immeédiatement en dérivant CM(-) et en annulant cette dérivée au
minimum q°. En effet, comme Cy;(g) = (c'(g)q - (clq) + cAl/qo, on a:

Cula) = 0= q°c'lgY - (clg”) + cd = 0 = ¢lg”) = (clg?) + ca/q° (= Cpfa).
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La situation est résumée dans la figure 13.2:

\j

Figure 13.2

Il L'offre de concurrence parfaite

Comme pour les inputs, le prix de I'output est considéré comme donné, et I'entreprise
pense que ses choix n’ont pas d'influence sur lui (hypothése de concurrence parfaite). Si
on note p ce prix, le profit de concurrence parfaite 7t{g), lorsque la production est g, est
donneé par la différence entre la recette pq et le cofit Clg). Soit :

nlg) = pq - Clg).

La quantité g* qui maximise x(-) doit donc étre telle qu'elle vérifie la condition du premier
ordre :

(g =0,

et donc telle que:
Clq) = p.

Pour que g* procure un profit maximum, il faut en outre que le colt marginal C'(-) soit
croissant en g* (condition du second ordre). St on suppose que tel est le cas — et, plus
généralement, que le cotit marginal est toujours croissant, quel que soit g — alors le pro-
fit de concurrence parfaite est maximum si la production est telle que le coit margi-
nal est égal au prix. La figure 13.3 montre comment, sous ses hypothéses, la produc-
tion g* peut étre déterminée graphiquement. '

Fiche 13 - La fonction de coiit
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Figure 13.3

Lorsque le prix p est supérieur & p® = Cylq, I'entreprise fait un profit unitaire égal a
P — Culq*) (longueur du segment AB), son profit total étant donc égal & g*(p — Cyiq™)
(surface du rectangle pABC).

Si, en revanche, le prix est inférieur & C,[q®), le profit est négatif, quel que soit g.
L'entreprise n'a donc aucune raison de produire : son offre est nulle.

Ainsi, comme C’(g*) = p = g* = C"(p) (en supposant que la fonction C’(") est inversible),
la fonction d’offre s(-) de I'entreprise est donnée par:

{ sp) = 0, si p < Cylg")
s(p) = CY(p), si p = Cplq").
Elle est donc discontinue, comme dans la figure 13.4.

4

Figure 13.4
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APPLICATION
On suppose que la fonction de cofit est:

Clg)=qg3 +q + 16.
Le colit moyen est donc: 16
Culgy=qg%+1 +?,

Sa courbe représentative est « en U ». Elle passe par un minimum. Comme sa dérivée :

’ 16
Cula) = 2q - ps

s’annule pour la production :
q° =2,
le prix en-dessous duquel le profit est négatif est donc égal a:
Cui2) = 13..
L’egalité entre coiit marginal et prix étant ici:
3¢2+1=p,
on a donc, comme on ne considére que des quantités positives :

-1 .
q= V P 3 (& condition que p > 1).

D’ot la fonction d’offre de I'entreprise :
-sp)=0,sip <13,

1
—s(p) = \/”3 sip=13.
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] 4 La fonction de coiit
-di de longue période

La fonction de colt comporte généralement un terme constant, destiné & représenter des
colits fixes, indépendants de la quantité produite. Tel est le cas, par exemple, des équipe-
ments nécessaires a la production (focaux, machines). La «fixité » de ceux-ci n'est cepen-
dant que relative : elle résulte de décisions passées, mais des décisions présentes (investis-
sements, par exemple) peuvent les modifier dans le futur. D’ou I'attention accordée au cas
idéal, ot les équipements seraient les mieux adaptés pour chaque niveau de production,
c'est-a-dire ot I'ensemble des colts (variables et «fixes») serait minimum ; lorsqu'on se
référe & ce cas, on dit qu'il a trait & «la longue période», celle pendant laquelle I'adapta-
tion des équipements a eu le temps de s'effectuer, et ce pour chaque niveau de produc-
tion possible.

Pour déterminer la fonction de cott de longue période, on procéde en deux étapes:
d'abord, on se donne la quantité produite q et on détermine les équipements les mieux
adaptés (qui minimisent I'ensemble des cofts, variables et fixes, qu'entraine la production
de q}; ensuite, on fait varier g, et avec elle les équipements calculés a I'étape précédente :
en remplacant dans la fonction de cofit d’«origine», a coits fixes donnés, dite de courte
période, on obtient la fonction de coiit de longue période, qui ne dépend plus que de la
quantité produite.

WE Le cas du capital, en concurrence parfaite

Le capital, noté K, représente ici les biens d'équipement. Son colit est donc un coit fixe,
dont on suppose néanmoins qu'il s’adapte, dans une perspective «de longue période ».
Une fagon de procéder pour déterminer le cofit de longue période consiste alors a partir
d'une fonction de production f(-), comme on I'a fait dans la fiche précédente, puis de cal-
culer le colt minimum pour chaque quantité produite, avec un capital «adapté». Si on
suppose, pour simplifier les notations et les calculs, qu'en dehors du capital, il n’y a qu'un
seul autre input, le travail, alors la production q pour un couple capital-travail (K,L) est
telle que :

(14.1) q = fiK.L),
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avec le colit en inputs :

pLL + pKK,
pxK étant ici considéré comme un cofit fixe.

Si on suppose des isoquantes «de type hyperbolique » (strictement convexes et asymptotes
aux axes), pour que le cofit soit minimum il faut que le taux marginal de substitution soit
égal au rapport des prix {cf. fiche 12), c’est-a-dire que:

(14.2) TMSy(K,L) = °E.
Pk

Cette égalité établit un lien entre les quantités optimales de travail et de capital, lien que

I'on peut noter : L = (K} {¢() est donc une fonction implicite - cf. fiche 26 — définie par

la condition (14.2)). D’ot, en reportant dans la contrainte (14.1):

(14.3) q = flK, @K)).
L’équation (14.3) donne le lien — implicite et «de longye période» — entre la quantité pro-

duite g et le capital «adapté» K. Si on peut expliciter ce lien, c’est-a-dire le mettre sous la
forme: ‘

K = ¥o),
il apparait alors clairement que c’est le capital qui s’adapte & la quantité produite.

Le cofit de longue période s'obtient en remplacant K par #q) dans I'expression donnant
la dépense en inputs (L étant donné par {14.2), en y remplacant aussi K par ¥{g}).

APPLICATION

On suppose que la fonction de production f{-) est du type Cobb-Douglas (cf. fiche 4},
plus précisément qu’elle est donnée par la formule : :

fIK.L) = KV4L12,
et que pg = 1, p; = 2. Pour K fixé, comme il n'y a donc qu'un seul input variable, le
travail L, la quantité de travail pour produire g se deduit de I'égalité g = K17/4L172,
Soit: L = (K42 = g%K1/2, D’oli la fonction de colit de courte période :

q2 2g2

(14.4) C=1XK+2X —=K+—.
K1/2 K172

Elle est représentée par une branche de parabole, dont les coefficients dépendent de

la valeur donnée au capital K.

Pour déterminer la fonction de cot de longue période, ¢, pl-), on cherche le capital
K (= vAq)) le mieux adapté a chaque production g {qui minimise I'ensemble des colts
pour la produire). Pour cela, on part de I'égalité entre le taux marginal de substitution
et le rapport des prix — soit, avec les notations adoptées ici, TMSy, (K,L) = p; /pk —
qui est une condition d’optimalité (de minimisation des cotits) car on est dans le cas
usuel (isoquantes hyperboliques et rendements d’échelle décroissants). Cette condition
s'écrit, dans le cas présent ot TMSy , (K,L) = 2K/L:

K _2
L 1

D'ou:
L=K

Fiche 14 - La fonction de coiit de longue période 71



Ainsi, pour que le colit («de courte période ») soit minimum, il faut que L = K (c’est
. légalite: L = ¢(K) de la présentation générale). En remplacant dans la fonction de
production, il vient :

q= f(K,I() = K1/4K1/22 K374,
D'ou:
K = q¥3

(C’est I'égalitée K = y{g) de la présentation générale). La quantité de capital adaptée a
la production g est donc égale & g%3. 1l résulte également de la condition d’optimali-
té de courte période, L = K, que la quantité de travail adaptée a la production g est:
L = g*3. D’ou le coiit de longue période pour produire g:
cpl@) =1 X g¥3 4+ 2 x g¥3
= 3g%/3
La situation est décrite dans la figure 14.1.

A

cpl)

Figure 14.1

=3 Remarque:

Si on suppose que le capital est un input comme un autre, donc
variable, comme le travail, alors la fonction qui vient d’étre obtenue est
aussi celle de courte période (on la détermine par un calcul semblable
a ceux qui sont faits dans la fiche 13).

Il Le cas général

Dans ce cas, si on note c(g, k) le colit (minimum) pour produire g lorsque la capacité de
production est k, on détermine d’abord la valeur de celle-ci qui minimise la fonction ¢(g, )
pour une production (quelconque) g donnée. Pour cela, on part de la condition du pre-
mier ordre (en supposant que la fonction de cofit est dérivable cf. fiche 26):

(14.5) cilg.k) = 0.
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On suppose ensuite que cette équation — dont I'inconnue est k —a une solution unique (et
positive). Comme cette solution dépend de la quantité produite g, qui joue ici le réle d'un
parameétre, on la notera k(g) (k(-) est donc la fonction implicite & I'équation (14.5) -
cf. fiche 26). En remplacant dans c(g,-), on obtient le coiit de longue période c;plg), qui
est donc tel que: ‘

¢ pla) = clg kig)).

Si on dérive les deux membres de cette égalité, on obtient {pour le membre de droite, on
fait une dérivée en chaine - cf. fiche 26):

(14.6) cpla) = cila. ka)) + cila,klgh X k'(q).

Comme, par construction, k(g) vérifie la condition du premier ordre (14.5), on a c(qg, k(g))
= (), et par conséquent (14.6) se réduit a:

(14.7) cipla) = cylg, kig)).

Ce qui signifie que les courbes de courte période, c(-,k), sont tangentes a celle de longue
période, ¢; o), qui les «enveloppe» par en-dessous (on aurait d'ailleurs pu arriver directe-
ment a (14.5), en appliquant la formule du théoréme de I'enveloppe - cf. fiche 26 —, ot
g joue le role du parameétre, et k celui de la variable).

APPLICATION

On considére la fonction :

cak)=k+3 4 16
2 k-g
Comme: .
16
C;((q,k) =1- 2’
k-q
la condition d’optimalité (14.5) s’écrit ici :
i 16 - 0.
(k - qF?

La capacité de production adaptée a la production g est donnée par la solution de
cette équation ; soit :

k=qg+4

En remplacant k par cette expression dans (g, k), on obtient le coit de longue pério-
de:

ciplg) =clg, g +4)
-33,8
2

Le graphe de ¢; pl-) est donc une droite, qui «enveloppe» en-dessous les courbes de
courte période (cf. figure 14.2).
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cipl)

Figure 14.2

I Cout moyen, colit marginal de longue période

On définit le cott moyen de longue période comme on I'a fait pour le cott total, & partir
de la capacité de production «adaptée » — qui minimise le coiit moyen pour chague niveau
de production. Mais on peut aussi le définir & partir du cofit total de longue période : ¢’est
le rapport de celuii et de la quantité produite g (puisque, par définition, on a: coit
moyen de longue période = ¢; plg)/q).

La courbe représentant le codt moyen de longue période «enveloppe» évidemment aussi
par en-dessous les courbes de coiit de courte période, pour les diverses capacités de pro-
duction possibles.

Quant au colit marginal de courte période, il est donnée par la dérivée de la fonction de
colit de longue période. Soit :

co{it marginal de longue période = ¢} 5lq).

Les courbes de cofit moyen et de cotit marginal de longue période se situent 'une par rap-
port a l'autre comme le font celles de courte période ; ainsi, si la premiére admet un mini-
mum, alors la seconde passe par ce minimum.
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Léquilibre partiel

Jusqu'a présent, on a considéré des individus — ménages ou entreprises — qui formulent
des offres et des demandes a prix donnés (premiére hypothése de la concurrence parfai-
te). Le probléme qui se pose maintenant est celui de I'équilibre, c'est-a-dire celui-de la
compatibilité de ces offres et de ces demandes, dont on suppose qu'elles sont addition-
nées et confrontées globalement (deuxiéme hypothése de la concurrence parfaite -
cf. fiche 6). Si, pour chaque bien, il y a égalité de son offre et de sa demande globales,
alors on dit qu'il v a équilibre concurrentiel {ou de concurrence parfaite). La premiére
question qu’on se pose alors est celle de I'existence de prix ayant cette propriété. La
réponse a cette question est loin d’aller de soi, notamment du fait que chaque offre et
chaque demande dépend de ’ensemble des prix. C’est pourquoi on commence par consi-
dérer — dans ce qui veut étre une approximation — que I'offre et la demande (globales) de
chaque bien ne dépendent que de son seul prix, en adoptant une démarche dite d’équi-
libre partiel, dont on dit qu’elle suppose «toutes choses égales par ailleurs » (clause cete-
ris paribus}). '

Hl La question de I'existence de I'équilibre

L’approche par I'équilibre partiel consiste donc a supposer que les fonctions d’offre glo-
bale, (), et de demande globale, d(-), n’ont que le prix de ce bien (noté p) pour argument.

Par définition, un prix affiché p, est d’équilibre s'il est solution de I'équation :

s(p) = d(p).
Pour s’assurer que cette équation a effectivement une solution, on suppose habituellement
que la fonction de demande est strictement décroissante et que la fonction d’offre est
croissante, comme dans la figure 15.1; le prix d’équilibre p, est alors donné par l'inter-
section des courbes d’offre et de demande (g, désignant la quantité offerte, et demandée,
a ce prix).
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Figure 15.1

Il se peut toutefois que, méme avec ces hypothéses, I'équilibre n’existe pas. Le probléme
se pose, par exemple, si on tient compte de la présence de cofits fixes. En effet, la cour-
be d'offre est alors discontinue {son graphe «fait des sauts»), comme cela est le cas dans
la figure 15.2, ol I'absence d’équilibre provient de ce que la courbe de demande passe
dans la zone ot la courbe d’offre fait un saut. Cette zone peut étre importante si les colts
fixes le sont, mais elle peut I'étre aussi s'it y a un grand nombre d’entreprises, méme si
chacune d’entre elles a des coits fixes relativement faibles (car les discontinuités qu'ils pro-
voquent s’additionnent lorsqu’on calcule I'offre globale).

)

d) s()

Figure 15.2

Il La question de la stabilité : le taitonnement
walrasien

Lorsqu'un prix d’équilibre est affiché, les offres et les demandes sont (globalement) com-
patibles. On peut toutefois s'interroger sur la fagon dont on peut parvenir a ce prix — par
exemple, si celui qui affiche les prix ne connait pas les fonctions d’offre et de demande
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individuelles — et donc, les courbes d’offre et de demande globales. On suppose habituel-
lement qu'il existe un processus, le tdtonnement walrasien, qui, comme son nom l'in-
dique, conduit a I'équilibre concurrentiel, par modifications successives des prix affichés,
selon ce qu'on appelle dans le language courant «la loi de I'offre et de la demande». Plus
précisément, on suppose que, lorsque la demande globale d’un bien est supérieure a son
offre globale, alors le prix affiché de ce bien est augmenté; il est diminué dans le cas
contraire. On suppose également qu’il n'y a pas d’échanges entre les agents tant que le
prix d’équilibre n’est pas atteint (car sinon, les fonctions d’offre et de demande seraient
modifiées en cours de processus).

Si on note p, le prix du bien a I'instant ¢, alors le processus de tatonnement qu’on vient
d’évoquer est résumé par |'équation :

signe de (p,,{ - p,) = signe de (d(p,) — s(p,)

{si & l'instant ¢, la demande est supérieure a l'offre — donc si d{p,) > s(p,) -, alors le prix
est augmenté — soit: p,,; > p,; les inégalités sont inversées lorsque la demande est infé-
rieure a l'offre).

Un exemple de tatonnement est donné par |'équation :
(15.1) P —P: = kldlp) - slp)) avec k > 0.

Pour un prix initial donné py, on peut donc déduire — en se servant de I'équation (de
récurrence) (15.1) - le prix du bien & un instant ¢ quelconque. La question quon se pose
alors est celle de savoir si ce prix tend vers sa valeur d’équilibre. Si tel est le cas, quel que
soit le prix initial py, on dit qu'il v a stabilité globale; celle-ci n’est d’ailleurs nullement
acquise, méme si les courbes d'offre et de demande ont la forme qu’on leur suppose habi-
tuellement {croissante pour la premiére, décroissante pour la seconde}.

Outre la forme d’organisation qu'’il suppose, le titonnement pose un probléme de coheé-
rence interne : tout au long du processus, ménages et entreprises font des offres et des
demandes en croyant qu’elles vont étre satisfaites (hypothése de concurrence parfaite —
cf. fiche 6), alors que c’est le contraire qui se passe tant que I'équilibre n’est pas atteint ;
un comportement rationnel voudrait que les agents tiennent compte de ce qu'’ils obser-
vent, et modifient leur comportement en conséquent. Ce qu'ils ne font pas dans le cas du
tatonnement.

 APPLICATION

On suppose que les fonctions d’offre et de demande, s(-) et df-), sont des fonctions
affines, de la forme :
sip) = ap et dip) = b—cp @a>0,b>0,¢c>0).
Le (seul) équilibre p, est solution de 'équation s(p) = d{p), qui s’écrit dans le cas pré-
sent:
ap =b —cp.
Dol:

b
Pe a+c

A A A e AR R R

~ Le processus de tatonnement {15.1) prend ici la forme::
Prs1 — P: = k(b —cp, — apy),

ittt
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soit, en exprimant le prix en t +1 en fonction du prix en ¢ :
(15.2) P11 = kb + {1 — kc - ka)p,.
L'équilibre p, vérifie, par définition, cette équation ; on a donc :
{15.3) pe= kb + (1 - kc — ka)p,.
En soustrayant membre & membre (15.3) 4 (15.2), on obtient :

Pir1 =P = (1 —ke - ka)(pt _pe)-
La suite des écarts de prix (p, — p,) est donc une progression géométrique, dont la
raison est 1 — k¢ — ka, qui converge (vers Q) si et seulement si :

-1<1-kec—ka<l.
La deuxiéme inégalité est toujours vérifiée (k, ¢ et a étant, par hypothése, strictement
positifs). Reste la premiére inégalité, qui peut s’écrire :
kic + a) < 2.

Ainsi, le tatonnement est globalement stable si les valeurs absolues des pentes des
courbes d'offre et de demande (a et ¢, respectivement) ne sont pas trop élevées, ou si
la valeur donnée au coefficient k par celui qui met en ceuvre le tatonnement est (rela-

tivement) faible — mais plus k est faible, plus la convergence vers le prix d’équilibre est
lente.

Le «cas limite » est celui ou kic + a) = 2 (ce qui arrive, par exemple, sik =c =a = 1):
le prix oscille alors indéfiniment autour du prix d’équilibre, avec une oscillation
constante {('amplitude de celle-ci est donnée par I'écart initial, Po — Pe)-

Enfin, si k(c + a) > 2, le prix p, s'éloigne de plus en plus, en oscillant, du prix d’équi-
libre p,.

S e S S e e e e R e

e
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] 6 Lequilibre de longque
| période: libre entree
et cobweb

Par définition, un équilibre de longue période est une situation ol «tous les ajustements
possibles » ont eu lieu, 'idée étant que certains de ces ajustements prennent du temps, par
opposition a I'équilibre «de courte période» - objet de la fiche 15 —, dont la réalisation
serait instantanée (ou presque). L'équilibre de longue période apparait donc comme
Paboutissement d’un processus, dont les éléments sont les équilibres de courte période.
Parmi les ajustements qui prennent du temps, il y a I'adaptation des équipements, ou des
capacités de production, a la quantité demandée: cette question a été traitée dans la
fiche 14. Un autre type d’ajustement est celui qui est di a I'irruption de nouvelles entre-
prises, attirées par I'existence de profits dans la production de certains biens. Pour qu'on
puisse parler d’ajustement, on rajoute au modele une hypothése, dite de la libre entrée,
selon laquelle le nombre d’entreprises qui produisent un bien n’est plus une donnée, mais
une variable qu'il faut expliquer. Avec cette hypotheése, 'équilibre de longue période est,
par définition, une situation ot il n'y a ni candidat & I'«entrée», ni candidat a la «sortie»
(le nombre d’entreprises ne varie plus).

Un autre type d’equilibre de longue période est celui qui apparait dans le modeéle dit «du
cobweb» («toile d'araignée», en anglais), ot I'ajustement sur la longue période fait inter-
venir les anticipations des producteurs ; dans ce modéle, I'équilibre de longue période est,
par définition, une situation oli ces anticipations sont correctes (ou « parfaites »).

HN Libre entrée et équilibre de longue période

L équitibre {partiel) de concurrence parfaite, tel qu'il a été défini dans la fiche 15, suppose
des courbes de demande et d’offre (globales) qui sont données, et donc un nombre de
ménages et d’entreprises qui le sont également. Pourtant, et malgré cela, on inclut
souvent dans les conditions de la concurrence parfaite une hypothése dite «de libre
entrée», l'idée étant que tout bien qui donne lieu a un profit strictement positif va attirer
de nouvelles entreprises, qui vont donc se lancer dans la production de ce bien («ils entrent
dans son marché»).

Lidée est simple, mais si on essaie de lui donner un contenu précis, de nombreux pro-
blemes surgissent. En effet, en concurrence parfaite, le profit d’équilibre n’est strictement
positif que si les rendements d’échelle sont décroissants (cf. fiche 12). Or, si on ne
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suppose pas que le nombre d’entreprises est fixe, alors celles-ci ont intérét a se diviser en
unités de production de plus en plus petites, dans un processus — théoriquement — sans
fin (puisque plus ces unités de production sont petites, et plus leur rendement est éleveé).
A la limite, et suite & la «libre entrée», on se trouverait en présence d’une infinité
d’entreprises (ou, du moins, chaque entreprise se confondrait avec un ménage : rien ne
distinguerait plus ces deux types d’agent).

La solution habituellement retenue pour éviter le probléme posé par la coexistence des
rendements d’échelle décroissants et de la libre entrée, consiste & supposer I'existence de
seuils de production et de prix, en-dessous desquels la production n’est pas rentable. Ces
seuils sont dus, pour I'essentiel, aux coiits fixes (cf. fiche 13); ils ont pour conséquence
que les courbes d'offre sont discontinues {«elles font des sauts» a certains prix), comme
cela est le cas pour la courbe tracée dans la figure 16.1. L’introduction de seuils met
cependant en cause I'existence méme de I'équilibre de longue période.

En effet, supposons que la courbe de demande d’un bien coupe sa courbe d’offre «au-
dessus de la discontinuité ». 1l existe alors un équilibre «de courte période» (le point (p,, q,)
de la figure 16.1a). Commie le prix d'équilibre p, est alors strictement supérieur au seuil
de rentabilité p°, les entreprises qui produisent le bien font un profit strictement positif :
d’autres entreprises vont donc se lancer dans la production du bien {comme le postule
I'hypothése de libre entrée). La fonction d’offre va alors étre decalée vers le haut (on sup-
pose, pour simplifier la présentation, que toutes les entreprises ont la méme fonction de
colit). Toutefois, ce décalage se fait « par sauts», car chaque entreprise qui entre doit écou-
ler une certaine quantité de produit pour amortir ses cofits fixes ; il arrive donc un moment
ot le nombre d'entreprises qui sont «entrées» est tel que la courbe d’offre se trouve au-
dessus de la courbe de demande (cas décrit dans la figure 16.1b). La production se fait
alors a perte, pour toutes les entreprises. Celles-ci — ou, du moins, certaines d’entre
elles — vont donc «sortir » (abandonner la production du bien), et provoquer I'effondrement
de T'offre. Du coup, la courbe d'offre va s’affaisser et couper & nouveau la courbe de
demande ; ce qui rendra la production profitable pour les entreprises qui se lancent & nou-
veau dans la production de bien (ou qui ne I'ont pas abandonnée). Mais alors, il y aura de
nouvelles «entrées», et le processus recommence, indéfiniment.
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Ainsi, en dehors du cas tout a fait exceptionnel (et pratiquement impossible) ot la courbe
de demande «passe juste» par I'un des points de discontinuité (ces points sont désignés
par une croix dans la figure 16.1), le systéme est totalement instable : 'hypothése de libre
entrée a pour conséquence d’incessantes «entrées» et «sorties» d’entreprises. Il ne peut
jamais se stabiliser, puisqu’il n'a pas de «point de repos» (d'équilibre de longue période).

Deux types de solution, insatisfaisantes, ont été proposées pour résoudre le probléme de
I'instabilité fonciére de la libre entrée en concurrence parfaite :

~ soit on suppose que la courbe d’offre est continue, sa partie en pointillés étant
remplacée par un segment de droite (le prix d’équilibre avec libre entrée est alors
égal au seuil p°); ce qui n’est possible que s'il y a une infinité d’entreprises (plus pré-
cisement, un continuum), chacune ayant un seuil de production «infiniment petit»
(le seuil de production q° devient négligeable). Adopter cette solution, dont peut se
satisfaire le mathématicien, remet & 'ordre du jour la question du statut des entre-
prises, en tant qu'entités differentes des ménages (question qu’'on avait voulu éviter
au départ) ;

— soit on suppose que le profit d'équilibre est nul, quel que soit le nombre d’en-
treprises ; tel est le cas si les rendements d’échelle sont constants (et les coiits
fixes nuls). Le prix d’equilibre concurrentiel est alors égal au cofit unitaire de pro-
duction — qui est constant, puisque les rendements d’échelle sont constants — de I'en-
treprise pour laquelle ce coit est le plus faible. Dans ce cas, une seule entreprise suf-
fit & assurer la production : les autres ne sont pas incitées a entrer, puisque le profit
est nul. L'idée consistant a associer la libre entrée & la multiplicité des entreprises
tombe a I'eau. Les rendements d’échelle constants posent en fait un probléme inso-
luble en concurrence parfaite : la connaissance du prix d’équilibre par I'entreprise ne
suffit pas pour qu'elle puisse déterminer la quantité qu’elle doit offrir pour satis-
faire la demande. Ce qui va a I'encontre d'une des hypothéses centrales de la
concurrence parfaite, selon laquelle les agents prennent leurs décisions sur la base
de la seule information donnée par les prix.

APPLICATION

Supposons que la fonction de demande d(-) d'un bien soit telle que :

dip) = 22,
P

S b e L

S

sa fonction d’offre s{-) étant :
~s{py=10 si0<p<3
~slp) =+/p-2 sip = 3.

Le seuil de prix p° est donc égal a 3, celui des quantités étant égat a 1 (= s(3)). Au
prix p°, la demande est égale & 40/3 = 13,33... Si treize entreprises «entrent», alors
il y a un équilibre od chaque entreprise produit une quantité (légerement) supérieure
au seuil de production (q° = 1), & un prix {legérement) supérieur au seuil p° = 3.
Comme ces entreprises font donc un profit strictement positif, 'hypothese de libre
entrée implique que d’autres entreprises vont se lancer dans la production du bien ;
mais il suffit alors qu’une seule le fasse, et qu’il y ait donc quatorze offreurs, pour que
la demande (13,33...) au prix minimum (p° = 3) ne permette pas d’absorber i'offre
minimale totale (celle qui permet aux entreprises d’amortir les colts fixes), qui est

A
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égale a 14 X 1 = 14. Les entreprises produisent donc a perte, et certaines (si ce n’est
toutes) «sortent ». L’équilibre de longue période n’existe pas, puisque le nombre d’en-
freprises ne peut qu'étre entier.

Il Décalage entre production et vente:
le modeéle du cobweb

Ce modele considére une succession d’équilibres (partiels), «de courte période», avec un
décalage entre le moment o la décision de produire est prise et celui ot la production qui
en résulte est disponible. Les offres s’appuient sur des anticipations statiques (les pro-
ducteurs pensent que le prix du bien ne varie pas entre le moment ou la décision de le
produire est prise et celui ol la production est disponible). Comme, en outre {par hypo-
these), il y a équilibre & chaque période, le prix du bien est supposé sajuster de facon que
sa demande soit, en permanence, égale a son offre.

Si on note s() et d(.) les fonctions d’offre et de demande, et p; le prix du bien en ¢, alors
les hypothéses précédentes conduisent a I'équation :

S(pr— 1) = d(pt)

On est en présence d'une relation de récurrence, le prix a I'instant ¢ dépendant du prix &
Vinstant t—1 (ainsi, évidemment, que de la forme des fonctions d’offre et de demande).
Tant que p; est différent de p,_;, le choix des producteurs est fait sur la base d’anticipa-
tions erronées (puisqu'ils croient, en t-1, que le prix en t sera le méme qu'en t-1). En
revanche, leurs anticipations sont justes, ou correctes, si on a, a tout instant, P = Pio1
Dans ce cas, il y a équilibre de longue période : les producteurs ne modifiant pas leurs anti-
cipations, leur production et le prix demeurent constants. Un prix d’équilibre de longue
période est donc solution de I'équation :

sip) = d(p).

Si ce prix existe, la question qui se pose alors est celle de sa stabilité, c'est-a-dire celle de
la convergence de la suite de prix d’équilibre, (p,). La réponse a cette question dépend de
la forme des fonctions s(-) et d(-).

5 APPLICATION

Supposons que les fonctions d’offre, s(-), et de demande, d(-), sont affines, de la
forme:

s(p) = ap et dip)=b-cp,aveca>0,b>0,c>0.
Le prix d’équilibre de longue période est donc solution de I'équation :
ap =b-cp.
Il est unique et égal a:
b

a+c

L’équation de récurrence, s(p,_;) = d(p,), qui caractérise le modéle s’écrit dans le cas
présent :

H
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ou, de facon équivalente :

(16.1) p, = E%pt-l.

Si on note pg le prix d’équilibre de longue période, alors il vérifie, par définition,
I'équation (16.1); soit :

(16.2) pg = _b—_cmog__
En soustrayant (16.2) a (16.1), il vient :

a
Pe—PE=— E (Pt—l - pg)-

La suite d’écarts a I'équilibre de longue période, (p; — pg), est une progression géo-
_métrique de raison —a/c. Elle converge - il y a stabilité sur la longue période — si et

seulement si la/cl < 1, donc si et seulement si la valeur absolue ¢ de la pente de la

fonction de demande est strictement supérieure a celle de la fonction d’offre.

La figure 16.2 décrit la situation dans le cas ot a = 1, b = 12 et ¢ = 1,2. Comme
a/c < 1, il y a convergence vers I'équilibre de longue période. Les traits en pointillés
donnent une idée de la facon dont la convergence se fait (d’ou la référence & la «toile
d’araignée ») pour un prix initial p, quelconque (mais compris entre 0 et 10).
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] Demande et offre
-4 de travail

Pour le microéconomiste, le travail est un bien {ou, plutét, un service) comme un autre. Il
mérite toutefois un traitement particulier, en raison de la place qu'il occupe dans le
revenu des ménages qui sont pratiquement tous offreurs de travail. C'est d’ailleurs cette
particularité qui est & 'origine de concepts spécifiques, tel le salaire de réserve.

Il La demande de travail par I'entreprise

Pour l'entreprise en concurrence parfaite, le travail est un input comme un autre, dont le
prix a un nom particulier : le salaire. Pour tout salaire affiché, elle demande une quantité
de travail teile que son produit marginal soit égal & ce salaire (en supposant, comme cela
est usuel, que les productivités marginales sont bien définies et décroissantes). Ce qu'on
peut écrire, si on note f(-) la fonction de production de I'entreprise, L la quantité de tra-
vail, s le salaire et p le prix du bien produit :

pfilL, ) =s,
le point dans (L, -) désignant les autres inputs que le travail. Parmi ces derniers, on peut
d'ailleurs envisager des types de travail différents (par exemple, plus ou moins qualifiés),
ayant des salaires affichés spécifiques.

Situons-nous dans le cas le plus simple, mais relativement fréquent, ou le travail est le
seul input de la fonction de production f(-). Si celle-ci est donnée par la formule
fIL) = L, alors la condition du premier ordre : produit marginal = salaire (pf{L)} = s),
cf. fiche 12, s’écrit ici:

§ APPLICATION

apLe-l = s,

Si on suppose que o est strictement compris entre 0 et 1, ce qui implique que le pro-
duit marginal est décroissant, alors on déduit de cette égalité la demande de travail
d(-), qui est telle que :

Sk

1
s s L
di2) = 9T
p ap
Le rapport s/p est généralement appelé salaire réel (c’est le pouvoir d’achat du
salaire en bien produit par I'entreprise).

s
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IR Loffre de travail : une demande de loisir

Si on se place du coté du consommateur, le travail se distingue des autres biens dans la
mesure ol il est une source de désutilité. Afin de se ramener au cas usuel — ou les biens
procurent de la satisfaction —, le microéconomiste introduit la notion de loisir, en s'ap-
puyant sur le fait que le temps disponible T est limité. Offrir une quantité L de travail
revient alors a «demander » une quantité T — L de loisir. Si on désigne cette quantité par
le symbole £, alors on a:

{+L=T

Si on considére que le ménage est demandeur de loisir, source d'utilité comme les autres
biens, sa relation de préférence porte alors sur des paniers «loisir-biens». On suppose
généralement qu’elle est monotone (courbes d'indifférence décroissantes) et convexe, et
qu’on peut la représenter par une fonction d'utilite U(-), qui associe au panier ({, g} — ot

q est la quantité d’un bien (supposé unique, pour simplifier la présentation) — le nombre
Ult, ).

Pour déterminer le choix du consommateur, il reste & préciser la forme de sa contrainte
budgétaire. Il n’est plus possible de supposer, comme cela a été fait jusqu'a présent, que
le revenu est un paramétre, une donnée, indépendant des prix et du choix de I'individu.
En effet, si celui-ci offre une quantite L de travail, alors il en attend un revenu sL, qui
dépend a la fois du taux de salaire s et de son offre de travail L. Si le ménage n’a pas
d’autre ressource que celle que lui procure la vente de son travail, alors sa contrainte bud-
gétaire s’écrit :
pq = sL,

ol p est le prix du bien de consommation. Comme le temps de travail est lié au temps de
loisir par la relation L+ {= T - ou, ce qui est équivalent, L = T—{ -, cette contrainte peut
sécrire: pg = s(T—(), ou encore :

sl + pg = sT.

On retrouve, aux notations pres, la forme habituelle de la contrainte budgétaire du
consommateur, le revenu étant ici donné par la valeur sT de son temps disponible [le
vecteur-prix étant {s, p), celui des demandes de loisir et de bien, ((, g)]. Avec ce revenu, le
consommateur peut acheter du bien, au prix p, et du temps de loisir, au prix s (une heure
de loisir colite ce qu'elle aurait pu rapporter si elle avait été consacrée au travail).

Si on suppose que le consommateur dispose d’autres ressources, qui prennent ici la
forme d’une quantité g° du bien, alors son revenu est sT+ pg°, la contrainte budgétaire
s’écrivant :

sl + pq =sT + pg°.

Le choix du consommateur porte sur le panier loisir-bien (£*, g*) qui, sous les hypotheses
usuelles (courbes d’indifférence de type hyperbolique), égalise le taux marginal de substi-
tution entre loisir et bien au rapport de leurs prix (ici, le salaire réel s/p}, tout en vérifiant
la contrainte budgétaire. C'est la situation décrite dans la figure 17.1a.

Fiche 17 — Demande et offre de travail



86

| s ﬂ | T Loi

Demande  Offre
de loisir de travail

Figure 17.1qa Figure 17.1b

Il Le salaire de réserve

La figure 17.1a présente une légere différence avec celle qui a été utilisée, dans la fiche 7,
pour décrire le choix du consommateur entre deux biens quelconques: le domaine de
consommation y est «tronqué», la quantité de loisir ne pouvant étre supérieure au temps
disponible T (graphiquement, il manque la partie du triangle des consommations possibles
a droite du segment de droite TQ®). Ainsi, méme si on est dans le cas usue! (courbes
d'indifférence de type hyperbolique), il se peut que le choix du consommateur soit une solu-
tion en coin {cf. fiche 8), avec une offre nulle de travail, pour certains couples prix-salaire.
La figure 17.1b présente une situation de ce type, oul le consommateur se contente de
consommer sa dotation initiale en bien, en consacrant tout son temps disponible au loisir
(si cela était possible, il serait méme disposé & vendre une partie des biens qu'il détient
contre du temps en plus, pour se situer au point @ du graphique ; le réve de Faust...).

Parmi tous les couples prix-salaire possibles, il se peut donc qu'il y en ait un qui corres-
ponde au cas limite, celui qui sépare les situations décrites dans les figures 17.1a et
17.1b; dans ce cas, la courbe d'indifférence passant par Q° = (T, g% v est tangente 4 la
droite de budget. Autrement dit, le taux marginal de substitution entre bien et loisir v est
égal au rapport salaire-prix (le salaire réel). Ce dernier est appelé, dans ce cas, salaire de
réserve, car le consommateur se «réserve» d'offrir du travail pour tout salaire réel infé-
rieur (ce terme vient des ventes aux enchéres, oti le prix de réserve est le prix en-dessous
duquel le vendeur refuse la transaction). On a donc :

salaire (réel) de réserve = TMS, . vien(T, 9°).
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On notera que plus le consommateur détient de ressources en biens (plus le point Q° a
une ordonnée élevée), et plus le salaire de réserve est éleveé.

APPLICATIONS

1. Supposons que la relation de préférence du consommateur est représentée par la

fonction d'utilité U(-) définie par :
' UlL,q) = tq,

que le temps disponible est T, que le salaire est s = 2 et que le prix du bienest p = 1

(le bien sert de numéraire).

Si le consommateur n’a que son temps disponible pour ressource, son revenu (ou sa
richesse) est égal a 2T. De I'égalité entre taux marginal de substitution et rapport de
prix (g/{ = 2) et de la contrainte budgétaire (g + 20 = 27T), on déduit sa demande de
loisir : T/2. Son offre de travail est donc: T — T/2 = T/2. On remarque qu'elle est
indépendante du salaire. Il y a donc compensation exacte entre effet-substitution
(quand le salaire augmente, on travaille plus) et effet-revenu (quand le salaire aug-
mente, on est plus riche, et on préfére consacrer plus de temps au loisir). Une consé-
quence de cela est qu'il n'existe pas dans ce cas de salaire de réserve : quel que soit
le couple prix-salaire affiché, le consommateur consacre la moitié de son temps a
travailler.

Le résultat précédent vaut pour n'importe/qu eBE;\ fonction d'utilite de la forme
UL, q) = L2gF, avec a> 0 et B> 0, la part s consacré au travail étant alors
égale a /3/ o+ ﬁ)

2. On garde la méme fonction d’utilité que dans I'exemple précédent, mais on sup-
pose que le consommateur dispose, outre son temps disponible T, d'une dotation 1m—
tiale en bien, g°. Au prix p = 1 et au salaire s, son revenu est alors égal a sT + g°.

Comme sa demande de loisir est égale a R/2s (cf. fiche 7, la fonction d'utilité étant
ici une Cobb-Douglas avec a = § = 1), donc a (sT + q°)/2s, son offre de travail est:

sT+q° sT-¢°

2s 2s
L'offre de travail diminue donc lorsque s diminue et s’annule pour s = g°/T. On a
donc:

T -

=]

salaire de réserve = q?

Le salaire de réserve est d’autant plus élevé que le consommateur dispose d'une dota-
tion initiale en bien importante. On vérifie immédiatement qu'il est égal au taux mar-
ginal de substitution loisir-bien en (T, g°).
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1 8 | Le choix intertemporel

Dans la fiche 1, il a été précisé qu’en microéconomie, un bien est caractérisé par ses pro-
priétés « physiques» (qui sont, par exemple, source dutilité) ainsi que par son lieu et sa
date de disponibilité. Jusqu'a présent, ces trois aspects n’ont pas été distingués, méme si
les illustrations utilisées évoquaient exclusivement les propriétés physiques des biens.
L’approche intertemporelle met, elle, 'accent sur le caractére daté des biens en concur-
rence parfaite. Dans ce cadre, la prise en compte explicite de la date de disponibilité des
biens ne modifie pas, en réalité, 'analyse des choix du consommateur et du producteur.
Seule la fagon de la présenter change, I'adjectif «intertemporel» étant accolé a la plupart
des concepts utilisés jusqu’a présent, tandis que la notion de taux d'intérét est introduite
a partir de celle de prix relatif (intertemporel).

HH Une hypothése essentielle : I'existence
d’'un systeme complet de marchés

L'approche intertemporelle s’appuie de facon essentielle sur une des hypothéses centrales
de la concurrence parfaite : I'existence d’un «systéme complet de marchés» {cf. fiche 6).
Ce qui signifie qu'il existe un prix affiché, et connu de tous, pour chaque bien, présent et
futur, de I'économie. La prise en compte des biens futurs est essentielle, puisque tout indi-
vidu qui pense vivre plus d’une période inclut dans son choix ce type de biens. Les fonc-
tions d'utilité et de production ou ils interviennent sont qualifiées d’intertemporelles, les
plans des agents portant sur des paniers de biens de la forme (@100 - Qngs o Gy -oos
Qnps -+ Q1T --» a7), OU G;, désigne une quantité du bien de type i disponible a l'instant ¢,
T étant la «durée de vie» de I'économie {ou de I'agent concerné).

Dans un systéme complet de marchés, ot les prix de tous les biens présents et futurs sont
affichés a I'instant initial, on note p,, le prix du bien de type i disponible a I'instant ¢, mais
payeé a I'instant initial. Car c'est a cet instant que les agents décident — a partir de leurs
fonctions d'utilité ou de production intertemporelles - de leurs consommations et pro-
ductions présentes et futures. Ce choix peut étre caractérisé sans ambiguite, du fait de
I'absence d’incertitude sur le futur, conséquence de I'hypothése sur ['existence d'un
systéme complet de marchés.
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Ainsi, les ménages peuvent évaluer, aux prix affichés, leur revenu intertemporel {(qui
représente ce qu'on appelle habituellement leur richesse) & partir de leur dotation initiale,
en biens présents et futurs. Si on abstrait les profits des entreprises dont les ménages sont
actionnaires, ce revenu est donné par:

2 i= 1 plthta

ol g} désigne sa dotation initiale en bien de type i disponible & I'instant ¢ (comme il n'y a
pas d'incertitude, elle est donc connue dés !instant initial).

La contrainte budgétaire, intertemporelle s'écrit :

=T Y i=
Z i-1 Dl = 2t=0 =1 Pl
De méme pour le profit intertemporel des entreprises.

En fait, on se rameéne au cas usuel en remarquant qu’on est en présence de nT biens, cha-
cun étant désigné par un couple d’indices de la forme it. Ainsi, le consommateur égalise
son taux marginal de substitution au rapport des prix (I'un et l'autre pouvant étre inter-
temporels, si les biens concernés ne sont pas disponibles a la méme date), le producteur
en faisant de méme en égalisant le produit marginal de chaque input au prix de celui-ci,
toujours dans une perspective intertemporelle.

Il Les taux d'intérét spécifiques

Les choix intertemporels, comme tous les choix en concurrence parfaite, sont faits sur la
base des prix relatifs des divers biens. Avec un systéme complet de marchés, ceux-ci sont
de la forme p;/p; ou, si on s’en tient au seul bien j, quel qu'il soit : p,/py. Si t' est supe-
rieur a t, alors on considere habituellement que le prix d'un bien dlspomble en t est supé-
rieur au prix du méme bien disponible « plus tard», en t’, et donc que p,/py > 1. Le gain
di a «['attente», p,/py — 1, est appelé taux d’ mteret specxflque au bien j, entre t et t';
on le note i . 1 resufte de cette définition que -

14
En fait, si on connait les taux d'intérét entre périodes successives, alors on peut connaitre

le taux d'intérét entre n’'importe quelles périodes. Ainsi, si on considére la période allant
de 0 & ¢t, on a (on abandonne l'indice j pour alléger la présentation):

pt_Pt Ptl &ﬁ
Po  Pi- 1Pt 2 Plpe’

et donc, en se servant de la formule qui a servi a définir les taux d’intérét a partir des prix
relatifs :
1 + if,O = (1 + it,t—l) (1 + it—l,t-Z) e (1 + i1’0)|

Dans le cas (trés) particulier ou le taux d'intérét est constant d'une période a l'autre, on
peut le noter i, etona 1 + i, o = (1 + i)\
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On établit des formules similaires, et de la méme facon, dans le cas général.

Entre deux périodes données, il y a donc autant de taux d’intérét spécifiques que de biens.
On peut toutefois privilegier un quelconque de ces biens, et utiliser son taux d’intérét spé-
cifique comme référence. Supposons que c'est le bien 1. A chaque période, on évalue
— grace aux prix relatifs — les paniers de biens en «bien 1 disponible a cette période », puis
on se sert des taux d'intérét spécifiques du bien 1, entre les diverses périodes. Le bien 1,
disponible a I'instant 0, sert alors de numéraire (on pose pyy = 1). Compte tenu de cela,
on raisonne habituellement sur un seul bien, et sur ses taux d'intérét spécifiques.

M La valeur actuelle

La formule qui définit le taux d'intérét spécifique d’'un bien peut s'écrire, entre I'instant ini-
tial O et I'instant ¢, si on omet — pour simplifier les notations - l'indice caractérisant le bien :

_ bo
Pe=T17 i,

(Lorsqu'on utilise la notation i,, on signifie par 1a que c’est l'intérét entre O et t.) Si i, >0,
ce qu'on suppose habituellement, la formule précédente signifie qu'un bien disponible &
linstant ¢, mais paye & |'instant initial, a un prix plus faible que le méme bien disponible
immeédiatement (en 0). Le rapport py/(1 + i)} est la valeur actuelle d’une unité du bien
disponible en t; lorsquon se situe dans une perspective d’actualisation («évaluer le futur
en le ramenant au présent»), on appelle le taux i, taux d’actualisation et le coefficient
multiplicateur 1/(1 + i,) facteur d’escompte. Si on s'intéresse a la valeur actuelle d'un
panier de biens disponible a 'instant t, et si on connait les prix relatifs (au bien de réfé-
rence, les carottes, par exemple, lui aussi disponible en f) des biens composant le panier,
alors on peut évaluer ce panier en bien de référence (en «équivalent carottes», par
exemple). Si p; est le prix relatif (aux carottes disponibles en t) d'une unité du bien j
disponible en t, et si q; est la quantité de ce bien dans le panier, alors la. valeur en
équivalent carottes disponibles en t de celui-ci est donnée par :

R, = Zj Pyqj
sa valeur actuelle (en carottes disponibles en 0) étant :
Rt
1+,

ou i, est le taux d’actualisation des carottes entre 0 et t.

De méme, la valeur actuelle (en carottes disponibles en 0) d'un ensemble de paniers de
biens disponibles entre 0 et la date finale T est donnée par une expression de la forme :
R, Ry

+ .+
1+14 1+ip

3

R0+

ou R, est la valeur (en carottes disponibles en t) du panier de biens de la période t.
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Si le taux d’intérét spécifique des carottes est le méme d’'une période a l'autre, donc si
1 +1i,=(1 + i}, cette expression s’écrit :
R, Ry

Ry+—+ ..+ ——.
0+1+i+ +(1+i)T

Le choix intertemporel du consommateur

On se situe dans le «cas minimal», celui o il n’y a qu’un bien, disponible a deux periodes
différentes (0 et 1). A la consommation (cy,c;} correspond l'utilité intertemporelle
Ulcy, ¢q); si la dotation initiale du consommateur est (wg, w,), sa contrainte budgétaire
intertemporelle s'écrit :
PoCo + P1€1 = PoWo + P1Wy,
ou, encore, en se servant de la formule qui définit le taux d'intérét spécifique du bien
entre Q et 1 [p; = py/(1 + i)]:
€y Wy
R e T
aprés avoir posé p, = 1 (le bien disponible en O sert de numéraire). La somme
wy + wy/(1 + i) représente la richesse du consommateur, évaluée en numéraire. Si les
préférences intertemporelles du consommateur sont convexes, son choix est tel quiil
égalise son taux marginal de substitution au rapport des prix, qui est ici égal a 1 + i.
La figure 18.1 donne un exemple d’'un tel choix.

¢

Figure 18.1

On remarque que dans cet exemple, le consommateur vend w; — ¢;* du bien futur (plus
important dans sa dotation initiale) contre cg* — w du bien présent.
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APPLICATION

Supposons que la fonction d'utilité intertemporelle du consommateur U(-) est :
Ulcg,¢q) = ¢g - ¢1V2,

que sa dotation initiale est (8,3), que le taux d’intérét entre 0 et 1 est égal & 10 %

(= 0,1), le prix du — seul — bien a I'instant 0 servant de numéraire.

La richesse R du consommateur, en numeéraire, est donc :

R=8+—5>__
1+01
Comme on est en présence d’une fonction d'utilite de Cobb-Douglas, on est dans

le cas usuel ou s’applique la régle d’égalité entre le TMS, so et le rapport des prix
po/P1 (=1 + 0,1}). Comme, ici, a =1, B=1/2, il vient (cf. fiche 7):

E
=
Ed
&=

demande du bien disponible en 0 : :_-325 = 7,53
Do

demande du bien disponible en 1 : R _ 3.42.

3py

A la différence du cas décrit dans la figure 18.1, le consommateur offre du bien pré-
sent {dont il est relativement plus doté) contre du bien futur : 0,47 (= 8 — 7,53) de bien
présent contre 0,42 (= 3,42 - 3) de bien futur.
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| O réquilibre général

Contrairement & I'approche par I'équilibre partiel, I'approche par 1'équilibre général ne
suppose pas des offres et des demandes données ; elle prend pour point de déepart de
I'analyse les unités de base de I'économie que sont les ménages et les entreprises, puis elle
cherche & déduire leurs offres et leurs demandes a partir de leurs caractéristiques (gofits,
crovances, techniques disponibles) et du cadre institutionnel retenu. Ce dernier est tou-
jours, sauf précision contraire, celui de la concurrence parfaite (cf. fiche 6).

Dans ce cadre, les inconnues (ou «variables endogénes») du modéle sont les prix d’éequi-
libre (qui égalisent les offres et les demandes globales), mais aussi les revenus et les
quantités d’équilibre, qui dépendent de ces prix. Les données (ou «variables exogenes»)
du modéle sont les relations de préférence et les dotations initiales des ménages, et les
ensembles de production des entreprises (dont les ménages sont les propriétaires).

Cette fiche va traiter du cas des économies d'échange, sans production, le cas général
{avec production) faisant I'objet de la fiche suivante.

Bl Au coeur du modeéle: les demandes nettes

En concurrence parfaite, 'ordinateur central (ou le commissaire-priseur) affiche un
vecteur-prix P et confronte les offres et les demandes que lui transmettent les agents,
a ces prix. Si on note d;{P) et s,{P) la demande et I'offre du bien i par l'agent j aux
prix P = (py, ..., p,), la premiére question qui se pose & propos de I'équilibre général
est celle de l'existence d'un vecteur-prix d’équilibre, c’est-a-dire d’un vecteur-prix
P ={p.1, ..., D) tel que I'on ait:

25:'1”0_‘[.).(}?2) = ;:Tsi}.(}z), pour i=1,..n,
ou, ce qui est équivalent, tel que:
Y Ird,B)- Y sy (B) =0, pouri=1,..n

La différence d(-) - s{-} entre la demande et I'offre est appelée demande nette (ou excés
de demande); on la note e(-). Un vecteur-prix est donc d’équilibre (général) si, et seule-
ment si, il annule la demande nette de chaque bien.

Fiche 19 - L’équilibre général
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Les demandes nettes jouent un role essentiel dans I'approche par I'équilibre général. Elles
ont deux propriétés qui sont toujours vérifiees et qui découlent, I'une de la rationalité des
agents, l'autre de la facon dont elles sont définies.

A. Les demandes nettes ne sont fonction que
des seuls prix relatifs (elles sont homogénes de degré 0}

Cette propriété découle du fait que si tous les prix sont multipliés par une méme
constante (positive), alors les choix des agents ne sont pas modifiés (les coiits, mais aussi
les revenus, étant multipliés par cette constante). Ce qui s’écrit, si e(-) est la demande nette
d’un bien quelconque :

elpy, ..., py) = elkpy, ..., kp,), avec k > 0.
Si, par exemple, p; # 0, alors en posant k = 1/py, il vient:
e(p]_, Trey pn) =e(11p2/p17 7pn/p1)‘

Les demandes nettes ne sont fonction que des prix relatifs (ici, & celui du bien 1); elles ne
dépendent donc que de n - 1 variables. Ce qui apparait d’autant plus clairement si on
pose p; = 1, c’est-a-dire si on prend le bien 1 comme numéraire (le choix de celui-ci est
donc arbitraire : tout bien dont le prix n’est pas nul peut servir de numéraire).

B. La somme des valeurs des demandes nettes est nulle
[« loi de Walras »)

Cette propriété découle de I'égalité comptable entre emplois et ressources, qui s'écrit dans

le cas du ménage j:
2iZpidylpy, o p) = ZiZh pdj;

ou g;; désigne sa dotation initiale en bien i (pour simplifier la présentation, on ne tient
pas compte de la part des profits des entreprises que le ménage peut recevoir, en tant
qu’actionnaire).

Cette égalité peut s'écrire, de facon équivalente :
Z::rll pi(dij(p]v tees pn) - Q,j) = 0
Or, comme g est I'offre du bien i par le ménage j, il s’ensuit que :

221 pieylpy, - pa) = 0.

Clest la loi de Walras pour I'individu j. Par sommation sur tous les individus, il vient la loi
de Walras proprement dite (c’est-a-dire, pour les demandes nettes globales):

2:71] pielpy, .., p) = 0.
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1l découle de cette relation que les demandes nettes sont (linéairement) dépendantes : si
on en connait n - 1, alors on peut en deéduire celle qui reste {si elle nest pas pondérée
par un prix nul).

Une des conséquences de ces deux propriétés des demandes nettes est que la recherche
des prix d’équilibre d'une économie & n biens se raméne & celles des solutions d’un sys-
téme de n - 1 équations & n — 1 inconnues (les prix relatifs).

1B Les conditions d’'existence d'au moins
un équilibre général

Les demandes nettes étant données, la question qui se pose alors est celle de 'existence
d’'un vecteur-prix qui annule simultanément toutes les demandes nettes. La réponse a
cette question est positive si les demandes nettes sont définies, continues et bornées,
pour tous les vecteurs-prix envisageables. Dans une économie d’échanges en concurrence
parfaite, ces conditions sont vérifiées si, pour I'essentiel :

— il n’y a pas d’incertitude, et donc pas de spéculation (celle-ci pouvant donner lieu
3 des offres ou des demandes — théoriquement — infinies) ; I'absence d'incertitude
découle ici de I'hypothése selon laquelle il existe un systéme complet de marchés

(cf. fiche 6);
- les biens sont indéfiniment divisibles ;
— il y a convexité des préférences (les individus «aiment les mélanges» - cf. fiche 2};
- chaque ménage dispose d’une dotation initiale qui lui permet de survivre sans faire

d’échanges (dans les applications, on supposera que les individus peuvent survivre
sans rien consommer).

Ces conditions sont dites de Arrow-Debreu, du nom des deux auteurs qui ont moniré que,
si elles sont vérifiées, il existe un vecteur-prix d'équilibre de concurrence parfaite.

APPLICATIONS

1. On se situe dans e cas minimal, celui d'une économie d’échanges avec deux indi-
vidus, A et B, et deux biens, 1 et 2. Les données du modeéle sont :
— les fonctions d’utilité de A et de B définies par les formules :
Unlar,a2) = 12 qopour A et Uglay, a2) = q1 g pour B;
— les dotations initiales:
| (9,3) pour A et (4,8 pour B.
Les fonctions d'uiilité étant du type Cobb Douglas (cf. fiche 3), elles vérifient les hypo-

théses de Arrow-Debreu (ici, pour l'essentiel, la convexité des préférences): il existe
donc au moins un vecteur-prix d’équilibre de concurrence parfaite.

Prenons I'un des biens comme numéraire ; par exemple, le bien 1 (on pose donc:
p; = 1). Il ne reste donc plus qu'a déterminer le prix (d’équilibre) du bien 2. 1l suffit
pour cela de raisonner sur une seule des demandes nettes (si elle s’annule, P'autre le
fait aussi en raison de la loi de Walras); supposons que c’est celle du bien 1.

R A S R A
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La demande du bien 1 est, pour A, R,/3p, (cf. fiche 7, Cobb-Douglas avec o = 1/2
et f = 1) et, pour B, Rg/2p,; (Cobb-Douglas avec a = 8 = 1), ou R, et Rp sont,
respectivement, les revenus de A et de B. Comme I'offre globale du bien 1 est égale
a 13 (somme des dotations initiales en bien 1 de A et de B), la demande nette de ce
bien est:

Aux prix (p;, ps), le revenu de A et de B est donné par la valeur, a ces prix, de leurs
dotations initiales ; soit: Ry = 9p; + 3p, et Rz = 4p; + 8p,. Sachant que p1=1(e
bien 1 sert de numéraire), le prix d’équilibre P.o du bien 2 doit étre tel qu’il annule la
demande nette du bien 1, c'est-a-dire tel que :

9+ 3p,, N 4 + 8p,,

3 5 -13=0.

D’oti:

Pep = 8/5=16.
Ou, si I'on veut : le prix relatif d’équilibre, entre le bien 2 et le bien 1, est égal a 8/5.
La situation peut étre décrite dans un diagramme d’Edgeworth (cf. fiche 5), le
vecteur-prix d’équilibre P, étant perpendiculaire a la droite issue du point Q° (qui

représente les dotations initiales) et qui est tangente en un méme point aux courbes
d’indifférence de A et de B (point E de la figure 19.1).

5750 - _____ TN E
3t .' &
P, |
0, 46 9

Figure 19.1

2. On considére une économie d’échanges formée de deux agents X et Y, dont les
fonctions d'utilité sont :

Uxlgr, a2) = 49,12 + g et Ulgy,92) = g1 + g,
et dont les dotations initiales sont :
(1,2) pour X et (4,4) pour Y.

Xﬁﬁ%ﬁ?&%i>§‘§i@&%ﬁ’mﬁwﬁ%?%&%ww@mﬁ?&&%m%ﬂ&%&%mﬁ&%&%ﬁm&%ﬁ%&2&Wéé&%&%ﬁé@mw&%&%%m&%mﬁ%wmwE@&E@@W@%@WMaﬁﬁiﬁ“%ﬁ‘éiﬁi&%ﬁﬁﬁw%%ﬁéw&%5@%&%%%&@ﬁﬁﬁ%w&@ﬁ%}ﬁ@%ﬁﬁiﬁiﬁ%%&&&?ﬁ%i?@m&@ﬁﬁmﬁﬁmﬁ%ﬁw
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Les conditions de Arrow-Debreu étant vérifiées (puisque les courbes d'indifférence sont
convexes), il existe au moins un équilibre général pour cette économie. Pour le trouver,
on peut partir de la condition d’égalisation des taux marginaux de substitution au rap-
port des prix. Comme, dans le cas présent, ce taux est toujours égal a 1 pour Y, on
essaye de voir ce qui se passe lorsque le rapport des prix est lui aussi égal a 1, en posant
par exemple p; = 1 et p, = 1. Comme le taux marginal de substitution de X en un
panier (q;, g,) quelconque est 2/q,1/2, il vient, par égalisation au rapport des prix:
2/q,%/2 = 1, et donc q; = 4. Aux prix p; = 1 et p, = 1, la valeur de cette quantité de
q; est égale a 4. Or le revenu de X - valeur de ses dotations initiales a ces prix —, est
égala3(=1x1+1x 2). Par conséquent, X ne peut acheter, avec ce revenu, les
4 unités du bien 1 qui découlent de I'application de la régle d’égalisation de son taux
marginal de substitution au rapport des prix. Il va donc en acheter seulement 3 unités,
et aucune du bien 2, de sorte que I'équilibre se présente comme une solution en coin
(cf. fiche 8), la situation étant décrite dans le diagramme d’Edgeworth de la figure 19.2.

0

v

x 1 3
Figure 19.2

On peut noter, a propos de cette solution :

- que Y ne gagne rien en passant de la répartition initiale Q° a celle d’équlibre E (il
reste sur la méme courbe d’indifférence} ;

- que le TMS de X a I'équilibre, 2/1/5 , est strictement supérieur a celui de Y (qui
est égal a 1); cette différence entre taux marginaux de substitution a I'équilibre est
typique d’une solution en coin ; celle-ci est possible car aucun des deux agents n'a
des courbes d'indifférence de type hyperbolique.

Le modéle comporte-t-il d’autres équilibres ? Non, car si p; < py, ¥ ne demande que du
bien 2, sa demande étant égale a Ry/p, donc, puisque Ry = 4p; + 4p, (valeur de la dota-
tion initiale de Y), & 4p,/p, + 4. Comme cette demande est supérieure a 8, car p;/ps >
1, alors que I'offre totale (du bien 2) est 4 + 2 = 6, elle ne peut étre satisfaite : il n'y a pas
équilibre. Le raisonnement est le méme si p, > py, car alors Y ne demande que du bien
1, en quantité supérieure a 8, alors que 'offre totale de ce bien est égale a4 + 1 = 5.

E
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2 O Equilibre général
-4 avec production

La prise en compte explicite de la production ne modifie pas fondamentalement le modéle
d'équilibre général en concurrence parfaite, tel qu'il a été présenté dans la fiche 19. 1l faut
seulement rajouter aux données de ce modeéle les ensembles de production qui caractéri-
sent les entreprises, dont le nombre est fixé & 'avance, et préciser la facon dont leurs pro-
fits sont répartis entre les ménages. Ainsi, I'entreprise k va étre caractérisée par une fonc-
tion de production fi{), tandis que le ménage j sera supposé avoir droit & une part a du
profit de I'entreprise k (a est donc compris entre O et 1, et Z}.aik = 1 puisque, par hypo-
thése, le profit de l'entreprise k, quelle qu'elle soit, est entiérement redistribué aux
ménages). Lorsqu’ils établissent leurs plans, les ménages doivent donc connaitre les pro-
fits des entreprises dont ils sont les actionnaires ; on peut supposer que cette information
leur est transmise directement par les entreprises ou, ce qui est plus dans la logique du
modeéle, par le commissaire-priseur (lui-méme informé par les entreprises).

ER Propriétés des demandes nettes

Les deux propriétés — cf. fiche 19 — qui caractérisent les demandes nettes en concurrence
parfaite ne sont pas modifiées. Ainsi, les demandes nettes avec production sont homo-
genes de degré 0, puisque le choix des inputs par le producteur dépend de leur prix rela-
tif a celui de I'output {(comme le montre I'égalite pf’j (@1,---,q,) = p;): multiplier tous les
prix par une constante strictement positive A ne moglfie donc en rien ce choix. Il est vrai
que le profit est, lui, multiplié par A ; mais comme il en est de méme pour tous les éléments
du revenu des consommateurs {dont le profit est une partie), le choix de ceux-ci n'est pas
non plus modifié (les prix des biens qu'ils achétent étant eux aussi multipliés par A).

La loi de Walras demeure ausst valable lorsqu'il y a production. Pour I'établir, on part a
nouveau de la contrainte budgétaire des ménages, mais en tenant compte de ce que les
profits des entreprises sont redistribués aux ménages (ou a certains d’entre eux). Si on
note fu{qyx-...q.4) la production du bien i par I'entreprise k, avec le panier d'inputs

(@14 9ni)s alors son profit lorsqu'elle achéte ce panier d'inputs est :

Z':l' PifidQ1p - Gp) — ZI: PiGik-
La contrainte budgétaire du ménage j - auquel revient la part a «j de ce profit, k = 1,...,p
~ s’écrit alors :
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Yoipay= Xpal + Xt auX T P G — X pidud
qy; désignant la quantité de bien i demandée par le ménage j.

Si on additionne membre & membre ces égalités sur I'ensemble des ménages, donc par
rapport a l'indice j, on obtient (compte tenu de ce que par définition des coefficients ay,
a, =1, k=1,..p):
i jk » yeery

Z':{ P;[(ZJ;T q;+ Zl;:!l) Qi) — (Zij fidG1io -+ Qnid) J;qu)] =0

Clest la loi de Walras, les demandes étant maintenant celles des ménages {les q;) et des
entreprises (les g, tandis que les offres sont formées par les dotations initiales {les %)
et par les quantités produites par les entreprises {les f,(g1y,- .-, 9,))- Les unes et les autres,
en dehors des dotations initiales, sont des fonctions des prix. C’est pourquoi on a, comme
dans le cas d'une économie d’échange :

ngiei(P) = 0,

ol e{P) est la demande nette du bien i, aux prix P

Il Lexistence de I'equilibre

Aux conditions sur les relations de préférence et sur les dotations initiales des ménages
s'ajoutent celles sur les fonctions de production des entreprises. Afin de ne pas avoir des
offres infinies & certains prix, on suppose que les productivitées marginales sont décrois-
santes et que les rendements d'échelle sont non croissants. Ces conditions sont vérifiées
si les fonctions de production sont concaves. Si tel est le cas, alors il existe au moins un
équilibre {théoréme de Arrow-Debreu, avec production).

APPLICATIONS

1. Soit I'économie formée par :
— un ménage dont la relation de préférence est représentée par la fonction d’uti-
lité U{:) définie par:
Ulq1,92) = a:*as,
et qui a pour dotation initiale (8,2);
- une entreprise dont la fonction de production est telle qu’elle associe a toute
quantité g, du bien 1 la quantité 2q; du bien 2 (on a donc g, = flgy) = 2q4).

Les conditions de Arrow-Debreu étant vérifiées, il existe au moins un équilibre.
Comme la fonction de production est & rendements d’échelle constants, I'entre-
prise ne peut que faire un profit nul a 'équilibre. En effet, si les prix des biens 1
et 2 sont, respectivement, p; et p,, le profit de I'entreprise lorsqu’elle dispose
d’une quantité g; d'input 1 — a partir de laquelle elle produit une quantité 2q; du
bien 2 — est:

may) = pp X 29, —p1a1 = (2p2 —pilay
Pour que la demande de I'input 1 ne soit pas infinie — rappelons qu’en concur-

rence parfaite, les agents croient qu’ils peuvent acheter ou vendre tout ce qu'ils
veulent, aux prix affichés (cf. fiche 6) —, il faut que le profit unitaire, 2p, — p;, soit

B B L B R R N R S e
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négatif ou nul, donc que 2p, <p,.
Deux cas doivent donc étre envisagés :

* Supposons que 2p, = p;. Prenons, par exemple, le bien 2 comme numéraire
(donc p; = 1, et py = 2), et intéressons-nous aux demandes du ménage. Celui-ci
ayant une fonction d'utilite du type Cobb-Douglas avec o = 1/2 et § = 1, sa
demande du bien 1 est R/3p;, celle du bien 2 étant 2R/3p, (cf. fiche 7). Aux prix
py = 2etp, = 1, le revenu R du ménage est donné par la valeur de sa dotation
initiale ; soit: R =8 X 2 + 2 X 1 = 18. D’ou les demandes : 18/(3 X 2) = 3 pour
le bien 1, 2 X 18/(3 X 1) = 12 pour le bien 2. Le ménage offre donc 8 -3 =5
unités du bien 1 a I'entreprise, qui s’en sert pour produire 2 X 5 = 10 unités du
bien 2, quelle offre au ménage (si on ajoute sa dotation initiale en bien 2, on
retrouve sa demande 10 + 2 = 12 de ce bien). Comme le choix du ménage est
satisfait, il s’ensuit que :

SRR

p1 = 2 et p, = 1 sont des prix d’équilibre,
comme l'est tout vecteur-prix tel que p,/p, = 2.

Y a-t-il d’autres vecteurs d’équilibre ? Pour répondre a cette question, il faut abor-
der le deuxiéme cas.

* Supposons que 2p, < p;. Dans ce cas, le ménage demande encore plus de bien
2 que lorsque 2p, = p, alors que I'offre de I'entreprise est nulle : il ne peut donc
y avoir équilibre (égalité de I'offre et de la demande du bien 2).

Le modéle ne comporte donc qu’un seul prix relatif d’équilibre : p;/p, = 2.

On considére la méme économie que dans {'exemple précédent, mais en suppo-
sant que la dotation initiale du ménage est (1,7).

La condition 2p, =p; est toujours nécessaire pour qu'il y ait équilibre de concur-
rence parfaite. Dans le « premier» cas, celui o 2p, = p;, le revenu du ménage est
- si on prend le bien 2 comme numéraire: 2 X 1 + 1 X 7 = 9, sa demande de
bien 1 étant 9/(3 X 2) = 1,5, celle du bien 2, 2 xX 9/(3 X 1) = 6. Autrement dit,
lorsque 2p, = p4, le ménage demande 0,5 (= 1,5 — 1) unité supplémentaire du
bien 1, en offrant en contrepartie 1 (= 7 — 6) unité du bien 2. Toutefois, contrai-
rement au cas précédent, I'entreprise ne peut satisfaire la demande en bien 1 du
ménage, puisqu’elle méme demande du bien 1 (comme input) et offre du bien 2.
Conclusion : il n'y a pas d’équilibre tel que 2p, = p;.

Les prix d’équilibre, dont on sait qu’ils existent (les hypothéses de Arrow-Debreu
étant vérifiées}, sont donc tels que 2p, < p;. Comme I'entreprise ne produit pas
dans ce cas (si elle le faisait, ce serait a perte), le seul équilibre possible est celui
ou ily a autarcie, c’est-a-dire ot il n'y a pas d’échanges. Pour qu'il y ait équilibre,
il faut alors que le rapport des prix affichés soit égal au taux marginal de substitu-
tion du ménage en (1,7) {sa dotation initiale). Ce taux — rapport des utilités mar-
ginales (ici, g,/q,) — étant égal 2 7/1 = 7, il n'y a équilibre que si p;/p, = 7. A
ce taux d’échange, le ménage choisit sa dotation initiale : il n’est donc ni offreur,
ni demandeur de biens (il se contente de ce qu'il a, vu les prix existants).

. On considere une économie formée de deux ménages, A et B, et d’une entrepri-
se, qui produit un bien & partir du travail fourni par les ménages (ceux-ci consom-
mant le bien produit par I'entreprise). On suppose que :

~ les ménages ont la méme fonction d’utilité :

Ullg) = Ex q,

ou q et € sont — respectivement — des quantités de bien et de loisir, et le méme
temps disponible, T = 24 ;

N
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- le ménage A est le seul propriétaire de {’entreprise (le profit de celle~ci lui revient
entierement) ;

— la fonction de production f{-) de I'entreprise est telle que :
fiL) = 20172

ol L est une quantité de travail.
Appelons s le salaire et p le prix du bien (inconnues du probléme). La condition
de profit maximum (égalité entre produit marginal et prix de I'input) s’écrit ici:
p X L12 = s, 1l s’ensuit, pour I'entreprise :
— demande de travail : L9 = (p/s)?,
— offre de bien: f(p/s) = 2l(p/s)?/? = 2p/s,
— profit : pflp/s) — slp/s) = p2p/s) - slp/s)? = p?/s.
Le revenu de A, B,, est donné par la valeur de son temps disponible, 24s, a

laquelle s’ajoute le profit versé par 'entreprise (dont il est, par hypothése, le seul
actionnaire). Soit :

2
R, =24s+ 2.
S

Le revenu de B, Rp, se limite a la valeur de son temps disponible. Soit

R B~ 248
La fonction d'utilité, la méme pour A et pour B, étant de type Cobb Douglas, avec
des exposants égaux, la demande du bien est, lorsque le revenu est R, R/2p
{cf. fiche 7). Si on remplace R par la valeur de R, donnée ci-dessus, on obtient la
demande de bien de A : 12s/p + p/2s. On obtient, de méme, la demande de bien
de B: 12s/p. La demande globale du bien est donc

125+ P y12°% (=242 4 B
p 2s p p 2s
Comme son offre est 2p/s, il y a équilibre si:

24i+ ﬁ: _22
P 2s $

3

donc si: s/p = 1/4.

A ce salaire (réel), la demande de loisir de A est R4/2s = 12 + p%/2s% = 20; son
offre de travail est donc égale a 4 { = 24 - 20). De méme, comme la demande de
loisir de B est: Rp/2s = 12, son offre de travail est égale & 12 (= 24 - 12). Elle
est beaucoup plus importante que celle de A, qui n’a pas que son travail comme
source de revenu. Ces offres de travail sont satisfaites, puisqu’il y a équilibre. En
les reportant dans la fonction de production, on obtient la production d’équilibre
de l'entreprise, f{d+12) = 2 x 161/2 = 8.

Fiche 20 ~ Equilibre général avec production



| Critere et optimums
—d de Pareto

Le critére de Pareto fournit un moyen pour comparer entre elles certaines des répartitions
des ressources disponibles dans I'économie, ses états réalisables. Parmi ceux-ci, il yales
optimums de Pareto, auxquels la microéconomie donne un statut privilégié, car ils sont
des états réalisables dans lesquels la répartition des ressources est «efficiente » (selon le cri-
tére de Pareto).

Il Les états réalisables

Un état réalisable d’une économie est une affectation de ses ressources parmi les agents
qui la composent. Ainsi, dans le cas le plus simple, celui d’une économie d'échanges (sans
production) ot il y a m individus et ou I'ensemble des ressources disponibles est repré-
senté par un vecteur S = (qy, ... , q,), dans lequel g; est la quantité du bien i dont dispo-
se I'économie dans son ensemble, un état réalisable est un ensemble {Qq,...,Q,) de
paniers de biens, le panier Q; = (aj,--,q;,) étant attribué & l'individu j. Comme on ne peut,
évidemment, répartir que ce dont on dispose, |'état réalisable {Qy,...,Q,,) doit &tre tel que :

Q+...4+Q, =S
Dans le cas ou il y a production, un état réalisable est une affectation des ressources dis-
ponibles entre les ménages et les entreprises (inputs), la production (output) de celles-ci
étant elle-méme répartie entre les agents économiques.

Toutefois, et c'est la le point essentiel, comme la consommation (présente et future) est
I'objectif ultime de la production, les états réalisables sont comparés selon I'utilité procu-
rée aux ménages ; c'est ce que fait le critere de Pareto.

KN Le critere de Pareto

Le critére de Pareto est un critére unanimiste car, pour lui, un état réalisable est préféré
a un autre s'il lui est préféré par tout le monde. Plus précisément, I'état réalisable
{Qy,...,Q,,) est préféeré a I'etat {Q,...,Q",} selon le critére de Pareto si et seulement si
Q, 2 Q, pour chaque i = 1,....m; ou, si on représente la relation de préférence de i par
une'fonction d'utilité U{-) :

{Qy,..., Q) préfére 2 {Qy,..., Q') si et seulement si U(Q) = U@y, i=1,.,m)
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Le caractére unanimiste du critére apparait ici dans le fait que si on propose aux indivi-
dus de changer I'affectation des ressources de {Q';,...,Q',} 2 1Q;, ..., Q,,}, personne ne s’y
oppose (car personne ne perd au changement). Si, en outre, le changement implique que
l'utilite d’au moins un agent augmente, alors on dit que {Qy,...,Q,,} est strictement pre-
féré selon le critére de Pareto & {Q',...,Q .}

On déduit immediatemnent du fait que les relations de préférence individuelles sont transi-
tives, que le critére de Pareto I'est aussi. En revanche, il n'est pas complet {ou total), car
il ne permet pas de classer tous les états réalisables. On comprend aisément pourquoi:
puisque ceux-ci représentent des répartitions de ressources, nécessairement limitées,
entre les individus, il ne peut y avoir consensus sur la fagon de classer 'ensemble de ces
répartitions (du moins si chacun cherche «& en avoir plus»). Un consensus relatif peut
cependant avoir lieu dans le cas des états réalisables ou il est possible d’effectuer des
échanges mutuellement avantageux.

APPLICATIONS

A, B et C, dont les relations de préférence sont représentées par les fonctions
d'utilité: Ua(q1,92.93) = 019293, Ugld1,92:99) = 91 + g2 + 493 et Uclq1,92,93) =
9129243

Les ressources totales de I’économie sont données par le vecteur S = (12,12,12).
On cherche a classer, si possible, selon le critére de Pareto, les états réalisables
suivants (de la forme {Q,, Qp, Q):

- R]_ = {(127070)1(011270)7(070712)}

- RZ = {(6’4’1)5(618a1)!(010710)}

- R3 = {(4’454)9(474)4)a(45474)}

- R, = 1(1,7,3),6,2,5),(5,3,4)}

- R5 = {(57275)3(4)513)5(375a4)}

A ces états realisables correspondent les vecteurs d'utilité (de la forme (Ux(Qp),
UgQg), UdQc:

-en Ry:(0,12,0)

-en R,: (24,15,0)

—en R;: (64,12,256)

—en R,:(21,13,432)

-en R;: (50,12,180).

Les états réalisables R,, Rs, R, et Ry sont donc (strictement) préférés, selon le cri-
tére de Pareto, a R;. En outre, R est strictement préféré a Rs. Ce sont tous les
classements que permet le critére de Pareto.

2. On considére une économie d’échanges a deux agents et deux biens, qui peut
dong étre représentée par un diagramme d’Edgeworth (cf. fiche 5). Chaque point
de la «boite» correspond & un état réalisable. Pour n’importe quel état réalisable
Q° les états réalisables qui lui sont préférés selon le critére de Pareto sont repreé-

“sentés par des points de la «lentille », notée 1 et en gris dans la figure 21.1, com-
prise entre les courbes d'indifférence — de A et de B - qui passent par le point
représentant Q°. Celui-ci est, en revanche, préféré selon le critére de Pareto a
tous les états réalisables représentés par les points des zones notées Il et Ill dans

| la figure 21.1 (dans 'un et l'autre cas la préférence est stricte, sauf en ce qui

i
g 1. Soit une économie d’échange, avec trois biens (notés 1, 2 et 3} et trois individus,
:
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concerne le point Q). En revanche, Q° ne peut étre comparé aux états réalisables
représentés par les points des zones notées IV et V dans la figure 21.1.

05

0, ds

Figure 21.1

Il Les optimums de Pareto

Pour tout état réalisable, deux situations sont possibles : soit il existe un état réalisable qui
lui est strictement preféré selon le critére de Pareto, soit il n’en existe pas. Dans ce der-
nier cas, |'état consideré est, par définition, un optimum de Pareto. Autrement dit, lors-
quil y a optimum de Pareto, il n'est pas possible d’augmenter ['utilité d’un individu, quel
qu’il soit, sans diminuer celle d’au moins un autre.

Il existe généralement une infinité (un continuum, méme) d’optimums de Pareto. Par
exemple, si on suppose que les préférences des individus sont monotones {cf. fiche 2),
alors les états réalisables {S,0,0,...,0}, {0,5,0,...,0},..., {0,0,...,S} sont des optimums de
Pareto. Mais il y évidemment beaucoup d’autres d’optimums de Pareto. Ainsi, tout état
réalisable ot il n'y a plus la possibilité de faire des échanges mutuellement avantageux est
un optimum de Pareto. Dans le cas «usuel», ot les courbes d’indifférence sont «de type
hyperbolique», ces états se caractérisent par le fait que le taux marginal de substitution
entre deux biens quelconques est le méme pour tous les agents (leurs taux d’échanges
«subjectifs » étant égaux, il n'y a plus la possibilite de faire des gains & travers I'échange).
Ce résultat s'étend aisément au cas ot il y a production, du moins si les isoquantes sont
aussi de type hyperbolique.

Dans le cas de I'économie & deux agents et deux biens décrite par le diagramme
d’Edgeworth, 'ensemble des optimums de Pareto prend généralement la forme d'une

courbe, appelée courbe de contrat, telle celle qui est représentée dans la figure 5.2 de la
fiche 5.
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APPLICATION

S

On suppose que les relations de préférence de A et de B sont représentées, respecti-
vement, par les fonctions d'utilité : Ux(g1,92) = q192 et Uglq1.gs) = q;Y2qs. Les res-
sources totales sont données par le vecteur S = (10, 20

Comme on est dans le cas usuel {courbes d’indifférence hyperboliques, les fonctions
d'utilité étant de type Cobb-Douglas), les optimums de Pareto sont caractérises par
Pégalité des taux marginaux de substitution. Comme, ici TMS,%/1(q;,q,) = g»/q; et
TMSg?Yq4,95) = q2/2q,, cette égalité s’écrit, en distinguant les quantités détenues
par A et par B:

doa _ 928
14 2918
A cette équation s’en rajoutent deux autres, les contraintes sur les ressources dispo-

nibles :
{ChA +q;5=10
Goa + qog = 20

On est donc en présence de trois équations et de quatre inconnues. Comme il y a plus
d’inconnues que de variables, celles-ci sont liees entre elles. Des contraintes sur les
ressources disponibles on tire g;z = 10 — g4 et gop = 20 ~ gp4, puis on remplace
dans la condition d’optimalité (égalite des TMS). Il vient :

A 20 — g4
d1A 10-q14

B B R R e

D’oti on tire: gga = 2qy4-

C’est 'équation de la courbe de contrat. Celle-ci est donc, ici, une droite ; plus préci-
| sément, c’est la diagonale O,Op de la boite d’Edgeworth.

i
&

Frontiere des utilités, frontiere des
productions

Lorsqu'il n'y a que deux agents, les classements des états réalisables selon le critére de
Pareto peut étre présenté, de facon indirecte mais suggestive, dans un systéme d'axes ol
son représentées les utilités (ou les productions) des deux agents considérés. Ainsi, dans
le cas d’une économie d'échanges — ot les agents sont appelés A et B —, un état réalisable
{Q4+Qpg! a pour image dans le «plan des utilités» le point (U4{Q4),U(Qg)). Par consé-
quent, les état réalisables préférés selon le critére de Pareto a {Q4,Qp} sont ceux dont
I'image se trouve «en haut et a droite» de (U(Q,), Ug(Qp)) (zone 1 de la figure 4, qui cor-
respond a la zone I de la figure 1), tandis que {Q,,Qp} est préféré selon ce critére aux
points dont 'image se trouve «en bas et & gauche» de (U4(Q,), Ug(Qp)) (zone Ml de la
figure 4, notée ainsi parce qu'elle correspond aux zones [l et Ill de la figure 1). Les autres
points (zones IV et V) représentent des états réalisables non comparables & {Q,, @pgl, selon
le critére de Pareto.
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La courbe MN qui délimite «par le haut» les couples possibles d'utilités, est appelée fron-
tiére des utilités ; généralement décroissante, elle donne les couples d’utilités associés aux
divers optimums de Pareto (image de la courbe de contrat dans I'espace des utilités).

Us
M

UsQq)

Figure 21.2

La frontiére des utilités n’a pas de sens en soi, puisqu'elle dépend des fonctions d'utilité
retenues pour représenter les relations de préférence des consommateurs.

En revanche, la frontiére des productions a une signification, car les productions sont, 2
la différence des utilités, quantifiables sans ambiguité. La valeur absolue de la pente de la
tangente en un point a cette courbe donne le taux marginal de transformation des deux
produits considérés (diminution minimum de la quantité produite de I'un des biens pour
obtenir une augmentation — d’'une unité - de la quantité produite de l'autre).

APPLICATION

On considére deux entreprises, A et B, dont les fonctions de production sont, res-
pectivement : f4lg1,92) = 9192 et f5{q1,95) = (@122 Les isoquantes étant de type
hyperbolique (on est en présence de fonctions de Cobb-Douglas), la condition d’opti-
malité {égalité des TMS) s’écrit, en distinguant les quantités d’inputs dont disposent A
et B:

2
|
=

izf_ 428

Jia 9B
Supposons que les ressources en inputs sont données par le vecteur S = (3,3). Ce qui
impose les contraintes :
d1a +q15=3
dga + g = 3 :
Or, comme (propriété élémentaire du calcul de fractions):

d2a 928 924 Y Q2B

=)
Q14 QB dia 9z 3

e e
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il s’ensuit que les paniers optimaux d'inputs doivent étre tels que: gja= qop €t qi5 =
gop- Avec ces inputs A produit la quantité f4(q1a,dsa) = 14d24= 914%; et B la quan-
tité f5lq15928 = (@15928)2 = q15. Si on note g, et gg les productions de A et de B,
on déeduit des égalités précédentes que g;4= qa'? et g5 = gp. En reportant dans la
contrainte concernant — par exemple — le premier bien, on trouve I'équation de la
frontiére des productions :

ga¥? +gg =3,
ou, ce qui est équivalent :

qg = 3 - qa"2
La figure 21.3 donne le graphe de cette fonction.

9z 1

ga

.
.
:
:
|
|
:
§
:
7
.

Figure 21.3
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2 ) | Les théorémes de
| I'economie du bien-étre

Si la microéconomie fait jouer un role essentiel au modéle de concurrence parfaite, ¢'est
avant tout en raison de son caractére normatif ; I'equilibre de concurrence parfaite ayant
la propriété d’étre « optimal» (selon le critére de Pareto), il peut servir de norme. L’étroite
relation qui existe entre équilibres de concurrence parfaite et optimums de Pareto est éta-
blie par les deux théorémes de I'économie du bien-étre, I'un étant, & quelques nuances
prés, la réciproque de l'autre.

NN Le premier théoréme

L’énoncé de ce théoréme est particuliérement simple : s'il existe un systéme complet de
marchés et si les préférences sont monotones, alors tout équilibre de concurrence par-
faite est un optimum de Pareto. Par «équilibre de concurrence parfaite », on entend ici
I'état réalisable formé par I'ensemble des quantités d’equilibre, celles dont chacun dispo-
se aprés que les échanges - sans coits — aient été effectués (aux prix d’équilibre).

La démonstration du premier théoréme est particuliérement simple. Elle est immédiate
dans le cas «usuel» {courbes d'indifférence «de type hyperbolique»). En effet, comme a
Péquilibre chaque agent égalise son taux marginal de substitution entre deux biens (quel-
conques) aux rapports de leurs prix, il s’ensuit que le taux marginal entre ces deux biens
est le méme pour tous les agents et ce, quels que soient les biens considérés. Or c’est 13
la condition pour qu'il y ait optimum de Pareto (les possibilités d’échanges mutuellement
avantageux étant épuisées). La figure 22.1 décrit, dans un diagramme d’Edgeworth, la
situation dans le cas d'une économie d’échanges & deux biens et deux agents (I’état réali-
sable d’«équilibre» E correspond au vecteur-prix P,).
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Figure 22.1

Le premier théoréme de I'économie du bien-étre vaut aussi dans le cas ot les courbes d'in-
difference n’ont pas la forme usuelle: la seule condition qu'il leur impose est d’étre
décroissantes. Le cas décrit par la figure 21.2 de la fiche 21 donne un exemple {(solution
en coin) ou la condition d’égalité des taux marginaux de substitution n'est pas vérifice,
mais ol I'équilibre est quand méme un optimum de Pareto.

L’hypothése selon laquelle il existe un systéme complet de marchés joue un role essentiel
dans le premier théoréme de I'économie du bien-étre. Autrement dit, 'l existe un bien -
présent ou futur — qui intervient dans I'une ou l'autre des fonctions d'utilité — ou de pro-
duction — et qui n’a pas de prix affiché au moment ot les agents font leur choix, alors I'équi-
libre général n’est plus un optimum de Pareto. En effet, comme ces choix ne prennent pas
en compte |'existence de ces biens — et donc leurs effets positifs ou négatifs (appelés «exter-
nalités ») —, ils ne peuvent étre utilisés de facon optimale (au sens de Pareto). L'exemple clas-
sique est celui de la pollution, V'activite d'un agent étant source de nuisances pour d’autres.
Si ceux-ci peuvent inciter le pollueur & restreindre son activité, en lui versant une compen-
sation, de sorte que le gain en utilité résultant d'une pollution moindre soit supérieur (en
valeur absolue) & la perte due au versement de la compensation, alors on atteint un état
réalisable préféré selon le critére de Pareto a I'équilibre de concurrence parfaite (la tran-
saction — moins de pollution contre compensation — ayant lieu aprés que cet équilibre ait
été atteint, en dehors des taux d’échange déduits des prix affichés).

Il Le deuxiéme théoréeme

Clest, a quelques nuances prés, la réciproque du précédent. On peut I'énoncer de la facon
suivante : si les hypothéses du premier théoréme sont vérifiées et si, en outre, les pré-
férences et les ensembles de production sont convexes, alors on peut associer a tout
optimum de Pareto un vecteur de prix tel que cet optimum soit un équilibre de
concurrence parfaite (a ces prix).
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La démonstration du deuxiéme théoréme est plus lourde que celle du premier. Elle est en
revanche immeédiate dans le cas usuel (courbes d’indifférence et isoquantes «de type
hyperbolique »). En effet, la condition d’optimalité de I'état réalisable Q = {Qy,...,Q,,} est
que I'on ait :

!

TMS,(Q) = TMS,5(Qy),
quels que soient les biens a et b, et les agents j et k.

Pour obtenir des prix d’équilibre de concurrence parfaite, il suffit alors de choisir un vec-
teur de prix P tel que l'on ait p,/p, = TMSa’/b(Qj) ('indice j pouvant désigner n'importe
quel agent, puisqu’a I'optimum le taux marginal de substitution entre a et b est le méme
pour tous les agents). A ces prix, chaque agent égalise ses taux marginaux de substitution
aux rapports de prix correspondants (condition d’optimalité), et sa contrainte budgétaire
est satisfaite (en fait, ses offres et ses demandes se confondent avec sa dotation initiale):
il y a donc équilibre.

La figure 22.2 donne une illustration du théoréme dans le cas d’une économie & deux
agents et deux biens, représentée par un diagramme d’Edgeworth : & I'optimum Q, les
courbes d'indifférence étant tangentes (égalité des TMS), on obtient le vecteur-prix d’équi-
libre P, en tracant la perpendiculaire (issue de I'origine, par exemple) a la tangente com-
mune, en Q, a ces courbes. ' '

Figure 22.2

APPLICATION

Soit une économie d’échanges formée de deux biens, 1 et 2, et de trois agents, A, B
et C, dont les fonctions d'utilité sont, respectivement, Uy(g1,q0) = q; X g2,
Uglg1,92) = q1 X g5 et Udlqy,q;) = g,1/2 X g2 et soit I'stat réalisable (de la forme
{Qa, Qe Q) : {(8,2),(6,3),(5,5)}. Cette répartition des ressources est un optimum de
Pareto, puisqu’on a - outre le fait que les courbes d'indifférence sont de type hyper-
bolique :

TMS4)1(8,2) = TMS £1(6,3) = TMS 5,(5,5) (=1/2).
Cet état réalisable représente un équilibre de concurrence parfaite si le vecteur-prix
% affiché P est tel que p;/p, = 1/2 [par exemple, P = (1,2)).
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2 3 | Le monopole

[l y a monopole lorsqu’une entreprise est la seule & produire un bien. Le monopole est
néanmoins relatif si on tient compte du fait que tout bien comporte des substituts (plus ou
moins proches). Toutefois, afin d’éviter les complications inhérentes aux interdépen-
dances entre les offres et les demandes de plusieurs biens, la théorie du monopole adopte
généralement un point de vue d’équilibre partiel, et ne tient donc pas compte de ces inter-
dépendances.

HH La structure du modéle

On considére une entreprise qui est la seule & produire un bien dont la quantité est
notée g, et qui est caractérisée par une fonction de cofit ¢(-). Par hypothése, le reste de
I'économie est en concurrence parfaite ; on suppose en outre que la fonction de demande
du bien, dl(-), est strictement décroissante, et que I’entreprise connait cette fonction.

Lorsque I'entreprise affiche le prix p, elle sait donc qu'elle peut écouler & ce prix la
quantité :

(23.1) g = d(p).
L’équation (23.1) donne donc le lien entre le prix et la quantité produite par le mono-

pole ; comme la fonction d(-) est supposée strictement décroissante, elle est inversible et,
par conséquent, (23.1) peut se mettre sous la forme :

(23.2) p =dg).

La fonction d~Y(-) est appelée fonction de demande inverse ; on la note, pour simplifier,
pl); plg) désigne donc le prix maximum auquel le monopole peut écouler la quantité g du
bien. Comme d(-) est strictement décroissante, il en est de méme de son inverse p(:).

Puisqu'il connait le lien entre prix et quantité, le monopole peut faire porter son choix sur
I'un ou l'autre d’entre eux. Comme son profit est donné par la différence :

pq - clq),

on peut considérer soit qu'il est une fonction [1(-) du seul prix, soit qu'il est une fonction
(-} de la seule quantité produite, avec :

[Tip) = pd(p) - cld(p)
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et:
(g = plq) q - clq).

Une condition nécessaire pour que le prix p* représente un profit maximum est que l'on
ait (condition du premier ordre):
M'p*) =0,

en supposant que les fonctions d(-) et ¢(:) sont dérivables.
De méme, pour que g* représente un profit maximum, il faut que :
mlgY) = 0.
Ces conditions sont évidemment équivalentes, puisque p* et g* sont liés par la relation

q" = d(p*) (ou, ce qui est la méme chose, par: p(q*) = p*). Clest a partir delles qu'on
détermine le choix du monopole (quantité produite et prix proposé). :

Il Le choix du monopole

On détermine ce choix & partir de I'une ou l'autre des conditions ci-dessus. Comme on
raisonne habituellement avec les quantités (car cela facilite la comparaison avec la concur-
rence parfaite — cf. fiche 6), on part de la condition du premier ordre: (g% = 0.
Condition qui s’écrit ici, compte tenu de la forme de la fonction n(-) :

P} q +plg’)-clg’) =0,
ou encore :
(23.3) cla”) = pla”) + p'lg")q".
Comme le membre de droite de cette égalité est la dérivée, en g*, de la recette plg) g, on
I'appelle recette marginale. Ainsi, la condition du premier ordre s'énonce :
recette marginale = colt marginal.

La condition (23.3) peut s’écrire :

= plaN1 + 1),
ou n, est 'élasticité du prix relativement a la quantité produite (cf. fiche 9).

En concurrence parfaite, I'entreprise prend sa décision en pensant que 1, = 0 (elle croit

que son offre n'a pas d'incidence sur le prix). En revanche, le monopole sait qu'il fait face

a un prix qui décroit quand il augmente son offre ; 1, est négatif. Il s’ensuit donc que::
c'(q”) < plq").

Si le colit marginal est croissant, la quantité produite est donc inférieure a la quantité g,

qui serait produite en appliquant la condition : prix = cofit marginal, le prix étant supe-

rieur a celui de la concurrence partaite, p,. Par conséquent : le monopole produit moins,

et a un prix plus élevé, que s'il adoptait un comportement de concurrence parfaite {en
égalisant prix et cofit marginal).
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Le couple (p*,g*) est le choix du monopole. Il représente une affectation des ressources
sous-optimale au sens de Pareto car |'entreprise pourrait, aprés avoir servi la quantité g*
a ceux qui sont disposés a payer p*, proposer de servir a un prix légérement inférieur a
p* (mais toujours supérieur a son coflit marginal) ceux qui sont disposés a payer ce prix
(mais pas p*); certains y gagneraient: l'entreprise qui augmente son profit, ceux qui
peuvent lui acheter du bien & un prix inférieur, sans que les autres {ceux qui payent p‘)
soient perdants. Cette nouvelle affectation des ressources serait toutefois obtenue en
faisant payer des prix différents a des individus différents : il y a discrimination entre les
demandeurs (ce qui n’est pas pris en compte par le critére de Pareto, qui n’est concerné
que par les affectations des ressources, et non par la fagon dont elles sont réalisées).
D’ailleurs, le cas idéal pour le monopole est celui ou il peut procéder a une discrimina-
tion parfaite entre les demandeurs, en faisant payer & chacun le prix maximum qu'il est
prét a accepter (le monopole s'approprie ainsi le surplus des consommateurs - cf. fiche 11).

Il Une étude graphique

Le choix du monopole peut étre déterminé graphiquement. Pour cela on représente les
courbes de cofit moyen et marginal, comme cela a été fait dans la fiche 13, ainsi que la
fonction de demande. A partir de celle-ci on deduit la courbe de revenu marglnal qui a
une pente plus forte (en valeur absolue) que celle qui représente la demande. C'est a cause
de cela que I'offre q* du monopole est plus faible (& un prix plus élevé) que l'offre g, «de
concurrence parfaite» (qui égalise prix et colit marginal).

A
P )
Cl")
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pC ___________
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oo pl()
| 1 |
b
> —q
¢ q
Figure 23.1

On notera que pour que l'offre du monopole lui procure un profit positif, et qu'elle soit
donc effective, il faut que la courbe qui représente la recette marginale coupe la courbe
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de colit marginal en un point qui se trouve au-dessus du point g4 ot le coiit moyen est
minimum.

La perte de surplus collectif par rapport a la situation de concurrence parfaite (point C)
est mesurée par la surface du «triangle» ABC, c’est-a-dire par l'intégrale :

q
[ (blg) - c'lg))dq.

APPLICATION

On suppose que la fonction de cotit du monopole est :

cla) = q3 + 2,
et que la fonction de demande du bien est :

d(p) = 33 - p.
Il résulte de cette derniére égalité et de I'égalité entre I'offre et la demande (q = d(p)),
que la fonction de demande inverse p(-), qui associe & toute offre g le prix (maximum)
plg) auquel elle peut étre écoulée est telie que :

plg) =33 -gq.
La recette R(g) provenant de la vente d’une quantité g du bien, p{g) X g, est donc:

Rl@) =(33-¢q) X q.

N e S S S R

D’otl la recette marginale :

R'(g) = 33 - 2q.
Comme elle est décroissante, et comme le cotit marginal (c’{g) = 3g2) est croissant, la
production g* qui maximise le profit vérifie la condition: recette marginale = cott
marginal. Elle est donc telle que :

33 - 2¢g* = 3g*2.
D’ot,, en ne retenant que la seule racine positive de cette équation :
g =3.
C’est 'offre du monopole, au prix p* = pl(g*) = 30.

Si le monopole avait adopté un comportement de concurrence parfaite, en égalisant
son colt marginal c¢'(g) au prix plg), on aurait eu :

392 =33 -q,
et donc la production (racine de cette équation) :
q. = 3,18,
le prix correspondant étant :
p. = 29,82

La perte de surplus collectif par rapport a la concurrence parfaite, lorsque le mono-
pole offre 3 au prix 30, est égale a:

3,18 o2
| 83-q-3q%q = 339 - L - 3¢
3

= (0,065.
Supposons maintenant que I'entreprise, aprés avoir écoulé la quantité g* = 3, au prix
p" = 30, cherche & vendre plus de bien, mais & un prix inférieur. Elle fait alors face a
la demande résiduelle d(p) - q* = 33 -~ p - 3 = 30 — p, dont I'inverse associe a la quan-
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tité g le prix (ou elle peut étre écoulée) 30 — q. La recette procurée par l'offre g est
donc égale a (30 - q)g; il s’ensuit que la recette marginale est égale a 30 ~ Zq.
Pour déterminer la quantité de bien supplémentaire qui maximise son profit, le mono-
pole égalise cette recette au colit marginal ; soit :

3q% = 30 - 2q.
Equation dont la solution (positive) est :
q™ = 2,85.

En vendant 2,85 unités du bien au prix p** = 27,15, le monopole augmente son pro-
fit, et les consommateurs qui achétent ces biens voient leur utilité augmenter : 'un et
les autres y gagnent, par rapport a la situation ot le monopole vend g* (au prix p*),
sans que personne n'y perde; l'affectation des ressources obtenue est supérieure,
selon le critére de Pareto, a celle du monopole «a prix unique» (qui n'est donc pas
optimale au sens de Pareto). On peut imaginer que le processus continue : aprés avoir
servi g** au prix p**, le monopole s’intéresse a la demande résiduelle, calcule la
demande résiduelle cor(espondante, et ainsi de suite.

e L S S A A R S A SR R R
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24 Le duopole

On parle de duopole lorsqu'il y a deux entreprises qui produisent un méme bien, en
sachant que leurs décisions interagissent, le reste de 'économie étant en concurrence
parfaite.

Pour que le choix des duopoleurs puisse étre caractérisé, il faut que le modéle précise :
~ quelles sont les variables sur lesquelles s’exerce ce choix ;

~ linformation dont chacun dispose sur le reste de |'économie ;

— les conjectures de chaque duopoleur sur la facon d’agir - ou de réagir — de l'autre.
Les variables sur lesquelles porte le choix des duopoleurs sont soit les quantités offertes,
soit les prix affichés, soit les unes et les autres. En fonction des variables retenues, on
distingue trois types de modéle du duopole, ceux de Cournot et de Stackelberg, dans les-

quels le choix des duopoleurs porte sur les quantités, et celui de Bertrand, ot il porte sur
les prix. Ces modéles adoptent tous une approche d'équilibre partiel (cf. fiche 15).

Wl Le duopole de Cournot

Dans ce modéle, les entreprises déterminent les quantités qu’elles offrent en supposant :

— qu'elles connaissent la fonction de demande (globale) du bien qu’elles produisent
toutes deux ;

— que chacune est informée de I'offre de I'autre ;

— que chacune détermine son offre en croyant que I'autre ne modifie pas la sienne au
vu de cette offre (on dit que les duopoleurs ont des «conjectures a la Cournot»).

Comme dans le cas du monopole, il est supposé que la fonction de demande n’a que le
prix du bien pour argument, ce qui signifie qu’elle provient d’agents «preneurs de prix»,
organisés selon les régles de la concurrence parfaite - ¢f. fiche 6.

Le modéle du duopole de Cournot est donc proche de celui du monopole. En effet,
compte tenu de la forme de ses conjectures, chaque duopoleur détermine son offre
— apres avoir pris connaissance de celle de l'autre — comme s'il était un monopole qui
estime avoir a faire face a une demande résiduelle, celle qui reste aprés que I'offre de
l'autre duopoleur ait été satisfaite. Comme le monopole, il applique donc la régle : cofit
marginal = recette marginale, en évaluant celle-ci & partir de la demande résiduelle.
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Si on appelle A et B les duopoleurs — dont les offres sont notées, respectivement g, et
gp, et les fonctions de coilt, c4(-) et cgl-) — et si p() est la fonction de demande inverse
(cf. fiche 23), I'egalité entre cofit marginal et recette marginale («résiduelle ») s’écrit :
—pour A cilgs) = (g4 Plaa + ga)ly,
-pour B cglap) = [gg plga + gy,
(A évalue sa recette marginale en pensant que le prix auquel il peut vendre g, est
plgs + gg), puisqu'il fait la conjecture que I'offre qp de B est écoulée avant la sienne. De
méme pour B, mutatis mutandi).
Soit, apreés calcul des recettes marginales :
(24.1) cal@a) = Plaa + qp) + qap’lda + gp)
(24.2) celag) = plaa + gp) + apP’lga + ap)-
La condition (24.1) définit g, en tant que fonction implicite (cf. fiche 25} de gp. Cette
fonction, qu’on notera r4(-) et qui fait correspondre a l'offre g de B l'offre g4 = ralqg)
de A, est appelée fonction de réaction de A. De méme, la condition (24.2) definit la
fonction de réaction ry(-) de B (qui a l'offre g4 de A fait correspondre I'offre rplg,) de B).
I n'y a évidemment aucune raison pour que ['offre faite par A en réaction a une offre de B
soit justement celle que B attendait au moment de faire sa propre offre. Si, pourtant, tel est
le cas, c'est-a-dire si on a simultanément q, = ralgg) et qg = rglga), alors les conjectures
de A et de B sont verifiées, et on dit qu'il y a équilibre de Cournot. Un équilibre de Cournot

est donc un couple d'offres (q,",gg) qui vérifie le systéme d'équations formé par (24.1) et
(24.2), les fonctions de coiit et de demande ayant les propriétés usuelles.

APPLICATION
Supposons que la fonction de demande d(') est telle que :
d(p) = 56 — 2p.
Pour une offre globale g, + gp des duopoleurs, le prix plg, + gg) qui égalise I'offre et
la demande (globales} est donc tel que :
plga + gp) = 28 - 0,5(g4 + qp).
Supposons que les deux entreprises ont la méme fonction de coftt ¢() définie par :

S D O S S R R SRR R e

clq) = g2
Les conditions (24.1) et (24.2) s’écrivent avec ces précisions {ot on a p’lg + gqg) = -0,5):
(24.3) 2q, = 28 - 0,5(g4 + gg) — 0,50,
(24.4) 2gg = 28 - 0,5(gs + gp) - 0,595
De (24.3) on déduit : o 28 _ 0,5q3'
A 3
La fonction de réaction de A, ry(), est donc définie par la formule :
28-0,b
ralgp) = __3;__@_

De méme, on déduit de (24.4) la fonction de réaction de B, qui est telle que :
ralgal = 28 - 0,594
3

oot
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Les quantités d’équilibre sont obtenues en résolvant le systéme de deux équations a
deux inconnues formé par les conditions (24.3) et (24.4). Ce qui est aisé ici, car c’est
un systeme linéaire. On obtient :
(a4".a8) = (8,8).
Chacun des duopoleurs offre huit unités du bien, le prix égalisant 1'offre et la demande
globales étant :
p" =28-0,58 + 8) = 20.

La situation est décrite par la figure 24.1

ds 4

Figure 24.1

Si les deux entreprises se concertaient de facon & agir comme un monopole, alors
leurs offres seraient telles qu'elles maximiseraient le profit total :

plas + qg) X (g + gp) — calga) — cslap),
qui est, ici, égal a:
(30— 0,5(gs + qp)) X {ga + gp) ~ g% - g2

Les offres g, et g5 qui maximisent cette expression annulent ses dérivées par rapport
a g, et gg (condition du premier ordre). Elles sont donc solution du systéme de deux
équations a deux inconnues :

- 0,5(qA+ gB)+ (30 - 0,5(gA+ gB)) - 2qA = 0
- 0,5(@A+ gB)+ (30 - 0,5(gA+ gB)) - 2gB = 0
Cette solution est :
da=17,549p="175,
le prix d’équilibre étant: p = 20,5.
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Les quantités produites seraient donc inférieures a ce qu'elles sont dans le cas ol
les entreprises ne se concertent pas, et le prix serait plus élevé. En revanche, le
profit, égal a4 194,25 (= 20,5 x 15 - (7,5)2 — (7,5)9), est supérieur & la somme
des profits des entreprises lorsqu'elles agissent séparément (profit total égal a
20 x 16 - 82 - 82 = 192).

SRS
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Il Le duopole de Stackelberg

Le modeéle de Stackelberg se distingue de celui de Cournot par I'information dont dis-
pose un des duopoleurs. Plus précisément, il suppose que le duopoleur A, par exemple,
connait la fonction de cofit et la forme des conjectures de B; ce qui lui permet de
calculer la fonction de réaction de B, et de faire une offre qui en tient compte, de facon
A maximiser son profit. On dit qu'en raison de I'avantage qu'il détient au niveau de !'in-
formation, il joue le rdle de meneur, B se contentant de «suivre ».

A détermine son offre en appliquant la régle de maximisation du profit qui consiste a éga-
liser le cott marginal a la recette marginale. Ce qui s'écrit ici (en remplacant dans (24.1)

g par rglga)):

cal@a) = lga plaa + rglgali’.
Dot
245 cian) = plan + rsiaa) + da X Plaa + e X (1 + r5(ga).
Clest une équation qui n'a qu’une seule inconnue : g4. Sa solution g4 donne T'offre de A,
celle de B étant rglg,). Ces offres sont, évidemment, d’équilibre, puisque A choisit la
sier;ne eg connaissant la fonction de demande et en anticipant correctement 'offre que
va faire B.

: APPLICATION

On reprend I'application précédente (modéle de Cournot), en remplagant dans (24.5)
(condition de profit maximum pour A) gg par rglg,), donc par (28 - 0,5g,)/3. On
obtient 'équation en g4 :

25x25
3x3

28 - 0,5,

2q, = 28 - 0,5{gs + ) - 0,59,

3

qui a pour solution :
qu = 8,14.

L'offre de B, rglg,®), est donc:
qBS = J"B(8,14) = 7,96

M Le duopole de Bertrand

Dans le duopole de Bertrand, on suppose que les duopoleurs proposent un prix pour le
bien qu'ils produisent, ce qui change radicalement la nature des modéles étudiés jusqu'a
présent. En effet, il suffira alors qu'un duopoleur affiche un prix inférieur (méme «trés lége-
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rement») a celui de I'autre duopoleur pour que toute la demande se reporte sur lui. Il n'y
aura donc pas équilibre, le duopoleur avec le prix plus élevé ayant intérét a baisser son prix
en-dessous de celui de son concurrent (méme «trés légérement), de facon a récupérer
toute la demande. C'est la «guerre des prix», qui peut ne jamais s'arréter (pas d'équilibre).
Dans le modéle proposé par Bertrand, un certain nombre d’hypothéses trés particuliéres
permet néanmoins de désigner un équilibre. Ces hypothéses sont, pour I'essentiel :

— un coit unitaire constant ;

- des capacités de production telles que chaque duopoleur peut servir toute la

demande lorsque le prix est égal au coiit unitaire.

En effet, dans ce cas, si chacun des duopoleurs affiche un prix égal au cotit unitaire, alors
il'y a équilibre, car aucun n’a intérét & baisser son prix — celui qui le ferait produirait a
perte -, ni a 'augmenter — celui qui le ferait ne trouverait aucun acheteur, Toutefois, cet
équilibre est peu satisfaisant, car les duopoleurs y font un profit nul (pourquoi produire
alors ?), et le partage entre eux de la production est indéterminé.

Toutes ces difficultés, méme dans un modéle aussi simple, expliquent pourquoi I'hypo-
thése selon laquelle les agents sont des preneurs de prix occupe une place aussi centrale
en microeconomie.
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5 | Eléments de théorie
—a des jeux

La théorie des jeux se propose d'analyser les situations ol des individus rationnels pren-
nent des décisions en étant conscients de leurs interactions (les gains de chacun dépen-
dent des décisions des autres). Comme la microéconomie analyse aussi des situations de
ce type, elle est englobée dans la théorie des jeux ; autrement dit, tout modéle microéco-
nomique peut étre représenté sous la forme d’un «jeu», dont les ingrédients de base sont :
— un ensemble d'individus (les «joueurs») qui prennent des décisions dans le but de
maximiser leur gain (ou de minimiser leur colit);
— des ensembles — un par joueur — dans lesquels les joueurs font leurs choix ; on appel-
le stratégies les éléments de ces ensembles ;
~ des gains associés & chacune des issues du jeu — résultats des décisions (simultanées)
des joueurs.

Ainsi, le modéle de concurrence parfaite (cf. fiche 6) peut étre envisagé comme un jeu
dont les joueurs sont les ménages et les entreprises (stratégies: quantités offertes et
demandées ; gains: utilitée ou profit) et le commissaire-priseur (stratégies: prix; gains:
valeur des demandes nettes, hors numéraire).

Un jeu est aussi caractérisé par des régles, qui stipulent notamment I'ordre dans lequel les
joueurs interviennent (lorsque le jeu comporte plusieurs coups).

HH Les diverses formes de représenter un jeu

Il existe deux facons de représenter un jeu:

- la forme stratégique (ou normale), qui se présente — si possible — sous la forme d’un
tableau. Dans cette représentation, les stratégies des joueurs apparaissent explicite-
ment (en téte des lignes et des colonnes du tableau) ; d’oti son nom. La forme stra-
tégique est la plus appropriée pour décrire les jeux a un seul coup, ot les stratégies
des joueurs se réduisent a une seule action.

APPLICATION

Le tableau 25.1 représente un jeu sous forme stratégique, dans lequel le joueur A dis-
pose des trois actions (stratégies} a;, as, as, le joueur B ayant a opter entre les quatre
actions {stratégies), by, by, bs, by, les couples de nombres a l'intersection de la

frtes St b
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i-eme ligne et de la jéme colonne du tableau donnant, dans I'ordre, les gains de A et
de B fainsi, si A opte pour a; et B pour b, alors A obtient 2 et B, 4).

(4.,8) (7,3) (,
(3,4) (6,7) (1,6)
5.3 (6.4 3.5 8.4

LR e e R e e

Tableau 25.1

R

SR

- la forme séquentielle (ou extensive), ot le jeu est représenté par un arbre, formeé
de branches ~ qui correspondent a des actions —, et de nceuds - ol les joueurs
optent pour les actions représentées par les branches. La forme séquentielle est la
plus appropriée pour décrire un jeu & plusieurs coups, les régles du jeu précisant le
tour auquel chacun intervient (& chaque tour correspond un noeud de I'arbre).

APPLICATION

L’arbre de la figure 25.1 décrit un jeu ot A doit choisir entre les trois actions, ay, a,,
as, B ayant a opter entre les deux actions, b, et b,. Les gains des joueurs sont repré-
sentés par des vecteurs (écrits & I'extrémité des derniéres branches de I'arbre), dont
les éléments sont classés selon I'ordre d’intervention des joueurs. Ainsi, si A opte pour
a; et B pour by, alors les gains sont de 5 pour A et de 8 pour B.

(10,7)
0.8
6,12)
(7,10)
{14,3)
{7.4)

Figure 25.1

Dans cet exemple, les stratégies de A sont confondues avec ses actions. Tel n’est pas
le cas pour B, qui doit prendre en compte le fait qu'il intervient aprés A : ses straté-
gies se présentent comme des listes d’instructions qui précisent ce qu'il fait (ou ferait)
dans toutes les éventualités possibles. Elles sont donc représentées par des vecteurs
de la forme (b, b, b)), ce qui signifie : si A opte pour a;, alors B opte pour b; (i = 1,2);
si A opte pour a,, alors B opte pour b; (j = 1,2); si A opte pour as, alors B opte pour
by (k = 1,2). Comme il y a 23 = 8 vecteurs de ce type, il s’ensuit gue B a ici le choix
entre huit stratégies (pour deux actions).

B e A e
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Il Regles du jeu et information

Si les stratégies prennent, dans les jeux & plusieurs coups, la forme (plutét étrange) de
listes d’instructions — pour insister sur ce point, on les qualifie souvent de stratégies condi-
tionnelles —, c’est en raison méme du but de la théorie des jeux, qui est de réflechir sur
des situations ou des individus rationnels en interaction prennent des décisions. Or, la
rationalité — ici, la recherche par chacun d’un gain maximum — suppose la prise en comp-
te de toute I'information disponible. Une des hypothéses fondamentales de la théorie des
jeux est que les participants «savent tout» sur les caractéristiques du jeu (gains dans les
diverses éventualités) et des joueurs (rationalité, forme de leur relation de préférence, de
leur fonction de profit,etc.}, éventuellement a un facteur aléatoire prés (dont la loi est
néanmoins connue de tous). C'est I'hypothése d'information compléte (information
incomplete lorsqu’il y a un facteur aléatoire). Il découle de cette hypothése que chaque
joueur peut se mettre a la place du modélisateur, et raisonner comme lui, a partir de
I'arbre représentant le jeu (si celui-ci est & plusieurs coups). Il peut alors décider de ce qu'il
fera a chaque nceud de I'arbre ou il est concerné: d'ou la «liste d’instructions» résultant
de cette décision. Cette liste est transmise & un «arbitre», qui la confronte a celles qui lui
sont données par les autres joueurs, et détermine I'issue du jeu {les gains de chacun). Par
conséquent, méme dans les jeux séquentiels, les choix des individus sont simultanés (et en
une seule fois), comme dans les jeux & un seul coup; seul change I'ensemble sur lequel
portent ces choix (listes d'instructions au lieu d’une action unique). Il est donc possible de
représenter ces jeux sous forme stratégique, représentation ou le caractére simultané des
choix apparait clairement.

APPLICATION

Le jeu séquentiel représenté par I'arbre de la figure 25.1 peut étre mis sous la forme
stratégique donnée dans le tableau 25.2, qui se lit, par exemple, de la fagon suivan-
te si A opte pour l'action (stratégie) a,, et B pour Ia stratégie {conditionnelle) (b, by,

by), alors le vecteur de gains est celui qui résulte de 'action aj, suivie de I'action by;
c’est donc (7,10). Ou encore: si A opte pour a; et B pour (by, by, b2) alors le vec-
teur de gains est celui qui résulte de I'action a;, suivie de I'action by ; c’est donc (5,8).

07 107 107 107 68 68 68 68
6,12) 6,12 (7,10) (7,10} {6,12) 6,12) {7,10) (7,10)
143 04 (143 G4 043 04 (143 (4

Tableau 25.2

De méme, un jeu sous forme stratégique peut étre représenté par un arbre. Ainsi, la figu-
re 25.2a donne I'arbre correspondant au jeu décrit dans le tableau 25.1, le «ballon»
englobant les nceuds ot B doit prendre une décision étant appelé ensemble d’informa-
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tion (B sait seulement que 'un des deux nceuds inclus dans ce ballon a été choisi par A,
mais il ne sait pas lequel).

(7,6)
6,9)
{4,10)
(8,6)
(10,5)
(5.7)

Figure 25.2a Figure 25.2b

La figure 25.2b décrit un jeu séquentiel ol les régles sont telles que si A opte pour a; ou
ay, B sait seulement qu'il a choisi I'une ou I'autre de ces actions (et donc pas a;), mais il
ignore laquelle des deux. B a donc le choix entre quatre stratégies, de la forme (b, b), b;
désignant I'action retenue dans le cas ot A opte pour a; ou as, b; désignant I'option rete-
nue par B lorsque A opte pour a;. Ce jeu a donc pour forme stratégique :

(7.6)
(4,10) {4,10) (8,6) (8,6)
{10,5) {5,7) (10,5) 5,7

Tableau 25.3

M Concepts de solution

Un jeu, au sens de la théorie des jeux, décrit une situation dans laquelle interagissent des
individus dont les intéréts sont souvent opposés. Ce qui peut étre une «solution» (par
exemple, maximisation des gains) pour 'un ne l'est donc généralement pas pour les -
autres. C'est pourquoi on ne peut patler de «la solution» d’un jeu comme on le fait, par
exemple, & propos d’un systéme d’équations. Toutefois, parmi les issues possibles d’un
jeu, il y en a qui se distinguent des autres en raison de telle ou telle propriété, ou carac-
téristique, que le modélisateur privilégie en définissant des concepts de solution. Parmi
Ceux-ci, on trouve les issues rationalisables — obtenues par élimination des stratégies domi-
nées — et ['équilibre de Nash.
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A. Elimination (itérative) des stratégies dominées

Une stratégie s d’un joueur est dominée par une stratégie s’ de ce méme joueur si le choix
de s’ lui procure un gain supérieur & celui que lui procure le choix de s, quel que soit le
choix fait par les autres joueurs. Par conséquent, un joueur rationnel n’opte jamais (ou
ne devrait jamais opter) pour une stratégie dominée. Si on élimine une stratégie dominée,
on «réduit la taille » du jeu (par exemple, en enlevant un ligne ou une colonne du tableau
qui le représente sous forme stratégique). Si dans le jeu ainsi réduit, des stratégies sont
dominées — méme si elles ne le sont pas dans le tableau initial —, alors on les élimine, et
ainsi de suite. Si I'application de cette démarche itérative conduit & une seule issue, alors
on peut dire que celle-ci est « la » solution du jeu, conséquence de l'application stricte du
principe de rationalite (en information compléte, y compris en ce qui concerne la ratio-
nalité des autres).

APPLICATIONS

1. Considérons le jeu décrit dans le tableau 25.1. On constate que la stratégie a;
domine la stratégie a, (puisque 4 > 3, 7 > 6, 2 > 1, 10 > 9). Comme B sait que
A est rationnel, il s’attend a ce qu'il ne choisisse pas aj, et considére donc le jeu
réduit suivant :

R S

73
64)

5
i
%
%
&
5
=
z
%
z
z
z
E
g
&
&
=2
3
]
=
2
E
:
=
L
i

Tableau 25.4

Comme, maintenant, les stratégies b, et b, sont dominées (par bg), B ne devrait
pas les choisir (s'il est rationnel). Or, A sait cela (puisqu'il sait que B est rationnel,
et que B sait que lui-méme l'est); il s’attend donc & ce que B opte pour b; ou bs,
et raisonne sur le jeu (encore plus) réduit suivant :

Tableau 25.5

dans lequel a; est dominée. B sait cela, et s'attend donc & ce que A choisisse az;
. ce qui le conduit & opter pour bs. Le jeu comporte donc une solution unique :
{as, b3}, obtenue par application du seul principe de raticnalité (y compris I'atten-
te par chacun que l'autre agisse rationnellement).

On notera, et c’est 12 un point trés important, que cette solution n’est pas opti-
male (au sens de Pareto, cf. fiche 21), puisque les combinaisons {ay, by}, {as, bl
et {a,, by} rapportent plus aux deux joueurs. Ainsi, I'interaction de comportements

AR R

=
]
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rationnels individuels peut avoir pour résultat une issue qui n'est pas «collective-
ment rationnelle » (au sens ol il existe au moins une autre issue procurant un gain
strictement supérieur a chacun des joueurs).

2. Dans le jeu décrit par I'arbre de la figure 25.1, I'application du principe de ratio-
nalité (en information compléte) permet de proposer une solution au jeu ; pour la
trouver, on raisonne «a rebours», a partir du dernier coup, qui est le fait de B. En
effet, le choix de celui-ci est alors «évident»: b, si A a opté (au coup précédent)
pour ay, by si A a opté (au coup précédent) pour a,, b, si A a opté (au coup pré-
cédent) pour aj (autrement dit, B opte pour la stratégie {(by, by, by)). Sachant cela,
A ne peut opter que pour as; comme B opte dans ce cas pour by, les gains sont
donc donnés par le couple (7,4). On notera, d’'une part, que, comme dans
I'exemple précédent, la solution retenue n’est pas optimale au sens de Pareto (si
A avait opté pour a; et B pour by, les gains auraient été donnés par le couple
{10,7), supérieur a (7,4)) ; d’autre part, que la méthode de raisonnement a rebours
appliquée a l'arbre n’est rien d’autre que celle d'élimination (par itération) des stra-
tégies dominées, comme on le voit en raisonnant sur la forme stratégique du jeu
{tableau 25.2). On constate alors que la stratégie (bs, by, by) domine toutes les
autres, la solution par élimination des stratégies dominées étant :

{03, (bz, b1, bz)}-

T D e e o s R i T

B. Issues rationalisables

Le concept de solution consistant a éliminer les stratégies dominées permet rarement de
désigne une solution unique (hormis le cas des jeux a plusieurs coups dans lesquels les
ensembles d’'information se réduisent & un seul nceud, cas ot le raisonnement & rebours
dégage généralement cette solution). En fait, la plupart du temps, retenir ce concept de
solution revient & accepter comme solution du jeu n’importe quelle combinaison de stra-
tégies. D'ot I'idée d’imposer des conditions supplémentaires ; celle qui vient en premier
est de ne retenir que les stratégies dites rationalisables, car n'étant pas en contradiction
avec le principe de rationalité. Un exemple permet de comprendre ce qu'il en est.

: APPLICATION

Soit le jeu sous forme stratégique :

(L,1)
(6,5)

Tableau 25.6

Le choix de a; peut-il étre justifié, du point de vue de la rationalite ? Oui, si A pense
que B va choisir bs. Mais ce choix peut-il étre justifié ? Qui, si B pense que A va choi-
sir az. Ce qui est justifié si A pense que B va choisir by, ce qui est & son tour justifié
si B pense que A va choisir a;: on est revenu au point de départ, le raisonnement

|
%
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pouvant se poursuivre, indéfiniment. Autrement dit : le choix de a; ne peut étre reje-
té en invoquant la rationalité. Il en est de méme pour as, ainsi que pour b; et pour
bs, car ils font partie de la «boucle » montrant que a; est rationalisable.

Restent a, et b,. Comme A choisit a, s'il pense que B va choisir by, et comme B fait
ce choix s'il pense que A va choisir a,, ces deux stratégies sont aussi rationalisables.
Ainsi, comme toutes les stratégies sont rationalisables, n'importe quelle combinaison

d’un a et d'un b est solution du jeu, si le concept de solution est la «rationalisabilité »
(il y a donc 9 solutions, selon ce concept).

SRR e S ]
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C. Léquilibre de Nash

Parmi les stratégies rationalisables, on considére seulement celles qui sont basées sur des
croyances « correctes», ou «justes». Ainsi, dans I'exemple précédent, tel est le cas de ay,
pour A, et de b,, pour B. La combinaison de ces deux stratégies constitue, par définition,
un équilibre de Nash. Ainsi, un équilibre de Nash est une combinaison de strategies — une
par joueur — telle que chacun maximise son gain, compte tenu du choix des autres (qui a
étée correctement anticipé). Un équilibre de Nash n'est pas forcément un optimum de
Pareto ; ainsi, dans notre exemple, I'equilibre de Nash procure les gains (2,2), alors que
les combinaisons {a;, bs) et {as, by} procurent des gains strictement supérieurs aux deux
joueurs. :

Si le choix de I'équilibre de Nash en tant que concept de solution permet de restreindre
le nombre de solutions du modéle, rien ne garantit qu'il en aie une seule, comme dans
notre exemple.

Ainsi, les deux jeux simples suivants — dits «de coordination» ~ comportent chacun deux
équilibres de Nash

(2,1) (0,0)
{0,0} (1,2)

Tableau 25.7a Tableau 25.7b

Dans ces jeux, les joueurs ont intérét a «se coordonner » sur les équilibres de Nash, mais
chacun a un équilibre qu’il préfére a 'autre (dans le premier jeu: {a;, by} pour A, {as, by}
pour B; dans le second jeu: {a;, by} pour A, {as, b;} pour B). La théorie des jeux ne peut
qu'attirer 'attention sur le probléme, sans proposer de facon de le résoudre (a son niveau,
il est insoluble).
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26 | Annexe mathématique

Le propos de cette fiche est de donner les principaux concepts et résultats mathématiques
qui sont utilisés dans les fiches précédentes.

Comme le microéconomiste, on va raisonner, pour I'essentiel, sur des fonctions de deux
variables. )

R La dérivation

A. La notion de dérivée partielle

Soit une fonction f(-) qui fait correspondre au couple (x;, x,) le nombre réel fix;, x,). On
appelle dérivée partielle de f(-) par rapport @ x,, en (x1, Xo), la limite du rapport :
flxq + Ax, xg) = flxy, x3)
Ax

lorsque Ax tend vers 0. On note cette limite f; (x, x) ou ?f(’;xLXZ_)

1

On définit de la méme fagon la dérivée partielle de f{-) par rapport a Xy, que l'on note .
" af (x i x2)
(xy, xo) ou 2221 72
f X9 1 2 &)CZ
On calcule les dérivées partielles d'une fonction par rapport & une variable en faisant
comme si elle était fonction de cette seule variable, les autres étant considérées comme
des constantes.

EXEMPLE
Pour fx, x5) = x1%x, + x1/3x,, on a:
1
— falx1, Xxg) = 2xy%, + —
X2
X1
SXZZ

= flx1s xo) = x,2 -
2

AR R R S S s

ekt

128 Microéconomie



B. Dérivée d'une fonction de fonction

On généralise la formule de la dérivée d’une fonction de fonction d'une seule variable :
(f o g¥lx) = flglx) X g'(x)

au cas ou il y en a deux (ou plus) Soit si on pose F{t) = flg;(t), go(th :

{26.1) F(t) = f; (g1(t), golt) X gilt) + £,(G1{8), golth) X goft).

C’est la régle de dérivation en chame puisqu’on dérive successivement (« en chaine ») les
fonctions concernées. Le second membre de (26.1) est obtenu en faisant la somme de
termes, relatifs & chacune des variables de f(-), qui ont la méme forme - & quelques
nuances prés — que ceux de la formule pour une seule variable.

C. Dérivée d'une fonction implicite

Une fonction implicite est une fonction définie par une égalité de la forme:
flxy,x;) =c¢  (équation d’une courbe de niveau).

Si on note ¢(-) cette fonction, on a donc x; = @{x,) et, par définition de ¢():

(26.2) flx, olxy)) = c.

Si, par exemple, flx{,X;) = x,2x,, la fonction implicite définie par Vegalité flx;,x9) = ¢
(qu1 s'écrit ici x,2x, = c) est la fonction ¢() telle que @lx;) = c/x%

Si on dérive par rapport & x; les deux membres de (26.2) (en appliquant a son membre
de droite la formule (26,1), avec x; au lieu de ¢, ¢(-) au lieu de gy(") et la fonction identi-
té au lieu de g4()), il vient:

folxq, @lx)) + £, 0cq, 0bc)) X @7xq) = 0.
Et donc, si f;,(xy, 9(xy)) # 0,
f;l(xp olx1)
(26.3) pbxi) = f;cz X9, O (Xl)
Si on se situe en un point particulier {ay, a,), avec fla;, as) = ¢ (donc tel que ay = lay)),
alors la formule (25.3) s’écrit :

(26.4) #la) = -tk

La formule (26.4) donne la pente de la tangente en {a,,a,) a la courbe de niveau d’équa-
tion flxy, x,) = flay, ag).

EXEMPLE

Supposons qu'on est en presence d’'une fonction d’ utilite U(-) définie par:

Ulay, a2) = 4129 + q1921/3, et qu'on s'intéresse a la courbe d'indifférence qui passe
par le point (1,1} [cette courbe a done pour équation : Ulgy, g2) = U(1,1) (= 2)]. On
obtient la pente en (1,1) & cette courbe en appliquant la formule (26. 4) Comme on

A S
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. I , 1 g
aici: Up (g1,99) = 5917 2q, + o173 et Upla1, a0 = g, + §Q1Q2_2/3, il s’ensuit

1
2
que :

U1 372

ol =- U, L)~ 473

ool o

%xm&@m@w EEEE

;

HIN La recherche d’extremums

A. Fonction dont les variables sont libres

Une fonction f{-) dérivable en un point (X1, X) est maximum ou minimum (localement) en
ce point si ses dérivées partielles s’annulent en ce point, donc si:

f,’cl(fl, Xy) =0 i=12.
C’est la condition du premier ordre pour avoir un extremum d’une fonction dérivable.
P

B. Fonction dont les variables sont soumises
a une contrainte

Supposons maintenant que les variables de la fonction () sont soumises a la contrainte :
glxy, x9) = 0. Celle-ci définit donc une fonction implicite ¢() dont la dérivée en un point
{x1*, x5") qui vérifie la contrainte est (cf. formule {26.4)) :
< $, Xo*

(26.5) o) = - a1 X2

sz(xl ,Xg")

Les extremums de f{) sous la contrainte glxy, xy) = 0 sont donc ceux de la fonction h()
de la seule variable x; définie par 'égalité: hix;) = fixy, olxy). Si (x;", x5") est un de ces
extremums, alors on doit avoir (condition du premier ordre): h'{(x,") = 0. Cette condition
s'écrit, compte tenu de I'égalité h{x,) = fix,, ¢(x,)) et de la formule (26.1) de dérivation en
chaine :

(26.6) Falx1™s @) + £ ey, @) X @'xy) = 0.

Comme (x;", x,") doit verifier la contrainte, on a donc x,* = ¢(x;*). En outre, (26.5) donne
¢'(x,%); en remplagant dans {26.6), il vient, finalement :

falx' %) gl (x(",x5)
(267) 7 * w7 ¥ P

folat™ x2" g lxq¥, x5%)
Clest la condition du premier ordre dans le cas d’un extremum d’une fonction dont les
variables sont soumises a une contrainte. Géomeétriquement, cette condition signifie que

la courbe de niveau qui passe par le point donnant I'extremum (sous contrainte) est
tangente en ce point a la courbe qui représente la contrainte.
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C. Lagrangien et multiplicateurs de Lagrange

La condition (26.7) peut aussi s’écrire :
(268) f%l(xlza x2i) - f%z (X1z’ XZZ) .
9, (x1", x5 ) QXZ(X1 ,X9")

Si on appelle A ces rapports, alors il découle de {26.8) — par un calcul élémentaire — que :
(26.9) { f%x(xli’x{) * }“9%1("1:”‘2:) =0
1", %07 + Agy, (1", x4 )=0.

Si on pose L{x;,x5) = fixy,xp) + Aglxy, x5) — la fonction L{) est appelée lagrangien du
probléme —, les égalités {26.9) s’écrivent :

(26.9) {

L;l(xl*,x; =0
L;z(xl*,x;) = 0.

Le systéme (26.9) donne une autre fagon d’exprimer la condition du premier ordre {26.8),
semblable a celle ot il n'y a pas de contrainte (3 condition de remplacer f{-) par le lagran-
gien L(), et donc en introduisant I'inconnue supplémentaire A). Si on tient compte du fait
que (x;*,x,") vérifie la contrainte, on est en présence d'un systéme de trois inconnues
[(26.9) plus la contrainte g{x,*,x,*) = 0], a trois inconnues (x*, x," et A).

Remarque

La détermination des extremums sous contrainte se fait plus rapidement a partir
de la condition d'«origine» (26.8). La version {26.9) de cette condition, plus
lourde puisqu’elle comporte une variable en plus, n’a vraiment d’intérét que si on
va au-dela de la seule recherche des extremums d'une fonction dont les variables
sont soumises a des contraintes. Intérét qui apparait, par exemple, avec le théo-
réme de l'enveloppe, qui permet parfois de donner une interprétation écono-
mique aux multiplicateurs de Lagrange.

I Le théoréme de I'enveloppe

Le theoréme de I'enveloppe donne un moyen d'évaluer I'effet de (petites) variations des
parameétres du modéle sur la valeur de la fonction extremum F(-), qui donne, par exemple,
le maximum d'utilité ou de profit, pour des valeurs données des parametres (les prix, par
exemple).

Situons-nous dans le cas le plus simple, celui ol on s'intéresse aux valeurs des variables x,
et x, qui rendent maximum (ou minimum) la fonction-objectif fix;, x5, y), pour y donneé
(v joue le rdle d'un paramétre). On a donc, en raison de la condition du premier ordre :

{ f)’cl(xlax27y) =0
f;cz(xl’XZa y) = 0.
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Si ce systéme de deux équations & deux inconnues (les x) comporte une solution, celle-ci
dépend forcément de y; on la note {x; (), x,(v)). En remplacant dans le systéme ci-dessus,
il vient :

(26.10) fr beab), x400), )
feox1(), x5(v), v)

0
0.

La condition (26.10} signifie que le point (x;{y), x,(v)) annule les derivées de f(-, ), ce qui
est la condition du premier ordre pour étre un extremum de cette fonction. S'il I'est effec-
tivement, alors la fonction F{() définie par

(26.11) Fy) = fixy(v), x5), v),

donne la valeur maximum (ou minimum) prise par f{-, y), pour y donné. C'est la fonction
exiremum du probléme. Si on dérive les deux membres de (26.11), il vient :

(26.12)  Fy) = f, beaful xa0), 0} X xq0) + £, (c1lod 200, 8) X x5(0) + £, bx1(0), x50, 9).

Mais, en raison de la condition du premier ordre (26.10), les deux premiers termes du
membre de droite de (26.12) s’annulent. Cette formule se réduit donc & -

(26.13) Fly) = f;6c1(uh, x5{0), v).

Cest le théoréme de I'enveloppe. Il nous dit que la variation {dérivée) du maximum, ou
du minimum, de la fonction-objectif f{., y), lorsque le paramétre y varie, est donnée par la
dérivée partielle par rapport & y de cette fonction, calculée au point extremum.

Si les variables de (-, y) sont soumises & une contrainte, on parvient, de la méme facon,
a une formule semblable a (26.13), dans laquelle on écrit, dans le membre de droite, la
dérivée par rapport a y du lagrangien L{-). Le théoréme de I'enveloppe s'écrit donc, dans
ce cas (o Fly) donne le maximum de f{-, y), sous contrainte) :

(26.14) Fy) = L{,(x(y), xo(v), My), v).

EXEMPLE 1: CHOIX DU PRODUCTEUR ET
LEMME DE HOTELLING

Le producteur en concurrence parfaite choisit le panier d'inputs (g1, g5) qui maximise
son profit m(gy, q9) = pflay, gs) — p1,q; — Page. Les parameétres sont ici les prix des
biens; le profit maximum dépendant des valeurs prises par ceux-ci, on le note
II(p, p1, po). La fonction 7(") joue le role de la fonction F{-} de la formule (26.13) du
théoréme de I'enveloppe. Si on lui applique cette formule, en faisant jouer  p le réle
de y, on obtient — aprés avoir remarqué que la dérivée de n(g,, q,) par rapport & p est
fla1, q5) — le lemme de Hotelling:

H;,(D,Pppz) = f(q1(13,91,192), CIz(P»pppz))

L'effet sur le profit maximum d'une (« petite ») variation du prix de l'output est égal a
la quantité produite d’output, aux prix donnés, multipliée par cette variation de prix
(on rappelle qu'il résulte de la définition de la dérivée que A ~ T, X Ap).

S D D L S e sy
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EXEMPLE 2: CHOIX DU CONSOMMATEUR ET
UTILITE MARGINALE DU REVENU

Le consommateur en concurrence parfaite choisit un panier de biens (gq, g5) qui maxi-
mise son utilité compte tenu de sa contrainte budgétaire. Les variables du modéle sont
donc les quantités g, les paramétres étant le revenu R et les prix p. Comme le panier
choisi - la demande du consommateur — dépend des prix et du revenu, on le note
(@1(p1, P2, RB). qalp1, 2, R). Ce panier procurant au consommateur une utilité
maximum aux prix p; et p,, et au revenu R, la fonction V() définie par I'égalité
Vipy, po, R) = Ulgy(py, p2: R), qslpy, Po. R)) et appelée fonction d’utilité indirecte,
joue le role de la fonction-extremum F(-) du théoréme de I'enveloppe. On va appli-
quer, successivement, la formule 26.14 de ce théoréme aux parametres du modéle,
le revenu R et les prix p, le lagrangien étant ici:

(26.15) Ulgq, g9 + MR - p1g; — P191)-

SRR

e Cas du revenu R: la dérivée du lagrangien (26.15) par rapport a R étant égale
a A, il resulte de la formule (26.14) que la dérivée par rapport & R de la fonction-
extremum V(-) est égale a la valeur de 1 lorsque le revenu est K et les prix, p; et p;
(soit Vi{py,pa, B) = Alpy, pe, R)). Clest pourquoi on dit que le multiplicateur de
Lagrange représente ['utilité marginale du revenu.

+ Cas de I'un des prix p, (i = 1 ou 2): la dérivée du lagrangien (26.15) par rapport
a p; etant égale & — Aq,, il résulte de la formule (26.14) du théoréme de I'enveloppe
que :

(26.16) Vo (p1.p2, R) = — Mp1,p2. B) X gfpy,p2, R 1= 1.2.

Or, comme on a vy, en (i), que A{p;, ps, R) = Vi(p1, Py, R), en remplacant dans (26.16)
on obtient l'identité de Roy :

Vl_;i(pl’ pZa R)
V},i‘(pla p2! R) ’

Ainsi, la fonction de demande d’un bien peut s’obtenir & partir des dérivées de la fonc-
tion d'utilité indirecte.

aip1, pe, R) = i=1,2.

EXEMPLE 3: REVENU COMPENSE ET
LEMME DE SHEPHARD

Les demandes compensées {(q;%(p1, 2, U), §2°(P1, P2, u)) (cf. fiche 9) sont les solutions
du programme : trouver le panier {q;, o) qui minimise la dépense p1q, + p2qz sous
la contrainte Ulqy, o) = u, programme dont le lagrangien est :

(26.17) P191 + Pogs + AMu -~ U(Ch,QZ))v

et dont la fonction-extremum F(-) est le revenu compensé: R¢p;,ps, u) =
P19:,5P1, Po» W) + P2gst(py, Pa, u)- Si on applique la formule (26.14) du théoreme de

T R B S e S R A R

~ l'enveloppe au paramétre p;, i = 1 ou 2, on obtient — aprés avoir remarqué que la
_ deérivée du lagrangien (26.17) par rapport & p; est g; — le lemme de Shephard:
(RC);)I,(PLPQ, u) = q{p1, P2, U, i=12.

Tous ces résultats demeurent valables lorsqu’il v a n biens, leur démonstration étant
identique que dans le cas ou n = 2.

B
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Ensembles convexes. Fonctions convexes,
fonctions concaves

A. Segments de droite et ensembles convexes

Etant donné deux points, A et B, tout point du segment de droite joignant A & B est obte-
nu en ajoutant au point A une fraction, comprise entre 0 et 1, du segment joignant A a B.
Autrement dit, il est de la forme:

(i) A+06B-A), avecbel01]

Si on permute les roles de A et de B dans cette formule, on obtient une autre facon
d’exprimer les points de ce segment : '

(ii) B+ A -B), avec A € [0,1].

Cette derniére égalité peut aussi se mettre sous la forme :

(i) AA+(1-AB, avecie[0,1]

On a donc trois fagons, équivalentes, (i), (ii) et (iii), d’exprimer les points du segment de
droite joignant deux points A et B quelconques.

Lorsqu'un ensemble contient le segment de droite joignant deux quelconques de ses
points, on dit qu'il est convexe. Tel est le cas, par exemple, d'un intervalle de R, d’un
cercle ou d'une boule), d’un triangle, d’un trapéze. Mais un ensemble ayant la forme
d'une banane, par exemple, n’est pas convexe.

B. Fonction convexe

Une fonction f() sur une partie convexe D de son ensemble de départ est convexe si le
segment de droite joignant deux quelconques de ses points de son graphe se trouve
au-dessus de ce graphe. Si on se sert, par exemple, de la forme (ifi) pour représenter un
segment de droite, alors cette définition s’écrit, plus formellement :

f(:) convexe sur D < AflA) + (1 - WfiB) = filA + (1 - )B), VA e D, VB e D, vAe[0]1]
Ce que décrit la figure 26.1a.

! X
|
D D
Figure 26.1a Figure 26.1b
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Une propriété essentielle, pour le microéconomiste, des fonctions convexes est que si f(')
est derivable sur D, alors la condition du premier ordre, f.(X*) = 0, i = 1, ..., n, suffit
pour dire que X* est un minimum de f(-) sur D. Soit: f{:) dérivable et convexe sur D, et,
f)’q(X*) =0,i=1, .., n;= X*est un minimum de f{:) sur D.

Cette propriété est illustrée dans la figure 26.1b.

Dans le cas d’une fonction d’une seule variable, admettant une dérivée d’ordre 2, alors on
a le critére simple suivant pour savoir si elle est convexe:

() =0 sur D & f(-) convexe sur D.

C. Fonction concave

Une fonction f{) est concave sur D si sa fonction opposée, - f{-), est convexe sur D. Une
fonction concave est donc telle que le segment joignant deux points quelconques de son

graphe se trouve en-dessous de ce graphe, comme dans I'exemple décrit dans la figure
26.2a.

4

)

——— e ——
D D

Figure 26.2a Figure 26.2b

On deéduit de la définition méme d’une fonction concave en tant que réciproque d’une
fonction convexe les deux propriétés suivantes :

f(-) dérivable et concave sur D, et, f,’c[_(X*) =0,i=1,...,n

= X* est un maximum de f{-) sur D.
La figure 26.2b illustre cette propriété.
Si f'(-) existe sur D, alors on a:

(1 =0 sur D & f(-) concave sur D.
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